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Ma noi possiamo anche determinare le condizioni necessarie e snfflcionli 
per l'cBistcnza di quelle funzioni ^ delle variabili ce e y, tali che moltiplicando 
per esse il primo membro F della (1), si abbia: 



Infatti le (2) ci dicono che ogni moltiplicatore À di sifTatta specie dovr& sod- 
disfare alle eqaazloni 



(3) ^«. = -»i' . ^«o 



9Xa, é'Xo,, 



E reciprocamente, ogni fanzioae X cbe le soddistt entrambe dar& Inogo al- 
l' ideDtìt& 



XF-— f — b— \ 
~ dx\ Sx dy } 



ìli 1 ^^'*M 

' ox 

Notiamo sabito che nel caso in cui fosse a,, = 0, la prima delle (3) ci dic( 
che dovrebbe essere pure a,-0, e quindi la (1; si ridurrebbe all'altra: 



(a) a,, r~; + a, r- + a.z = 0. 

^ ' ' ex' ' ox 

In tal caso sarebbe necessario e sufficiente che il fattore X soddisfacesse 
alla sola equazione 



dXa, d*ì.a„ 



la quale altro non 6 che l'equazione aggiunta (') della (a). 
E ei avrebbe 



^T, 3 1, 92 l\ SJ^^iA l 



(') Veggasi: Darboux " 7%éorÌe generale dea surfaces^ II Parte, pag. 71,9 
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Soppoato danqae che sia a,, =/^0, la prima delle (3) ci Ah 

'' Sx tt„\' Sxl 

Ora la seconda di esse paò scriversi : 

, ir. , 80,, «X \ 

E questa, tenendo conto della (4), diventa: 



ax _ , / 8A-, 
\°' 'ixl 

'^{.^^^'\ 

Sx a„ \ ' ìxl 



dx 



fo„ 



Si deduce perciò che, effincliò esista una fanzione X la qaale soddisii alle (3), 
e necessario cbe fra i coefflcieuti delia F passi ia relazione : 

A / 8a„\ SA 

Reciprocamente , bc ha luogo la (5) , fi facile dimostrare che ogni integrale ì. 
della (4) verìflcherfl, oltre la prima delle equazioni (3), anche la seconda di esso. 
Infatti avremo, in qaeate ipotesi : 

, £A . X / Sa,t\ d\A 9 j. . 8a„ X ( Sa,, M 

^^a — f' v— + A — I a,- -5 — 1 = — — = — JÀa. — A ~i- — a,, — 1 a- — ~ I f = 

~dx\ "• 3x / " 



dXa,_S^Ì^ 
8x dx* 



Dunque: Se nel primo membro P dell'equazione (1) il coefficiente a„ tioa i 
nullo, affinchè esistano delle funzioni X tali che si abbia 



).F=^(.|?+b?i<ez), 
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è necessario e sufficiente, che fra i coefficienti della (1) passi la relazione (5). 
Allora tutti i possibili fattori \ saranno gli integrali dell'equazione (4), e quindi 
risulteranno espressi dalla formula 



essendo t il simbolo di una funzione arbitraria. 
Inoltre risulterà 

dia,, 
a=\af^ b — \a,t e = >-a| :^— = XA 

e perciò 

(7) XF=Ì-{x(„„!i + a„?Ì+A.)!. 

^ ' (?cc ( V " 8x '*9y / I 

La relazione (5), dopo alcani facili calcoli, bì riduce all'altra 

ossia ci dà l'espressione di a^ in funzione dei coefficienti n,, , a,j , a, , a^ , che 
restano del tutto arbitrari. 

Ne segue che, quando nell'equazione (1) il coefficiente a^ lia la forma (8), 
l'integrazione di essa è ridotta a quella dell'equazione lineare del primo ordine 

«nT- + «n-, +-- «Illa.- fl^ )-«.. Ut--r:7) « = a.i5(l/)e ' 
"ex Sy o,j i N ose / \ pa; /) 

con t funzione arbitraria. 

Notiamo infine cbe nel caso in cui sia a,, - 0, la (1) si riduce all'equazione 
di Laplace 
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e la condizione (8) diventa 

Sapposto a,i= l , si ba 

da. 

" 'Sa; 

cioè, in tal caso, per l'esistenza del fattore X è necessario e sufficiente che e 
nallo nno degli invarianti dell'equazione. Allora si ha 



o l'integrazioufi di essa è ridotta a quella dell'equazione lineare del 1° ordine, 
con una sola derivata (e quindi allo quadrature) : 



come del resto si può riconoscere subito direttamente ('). 

Se § , )] sono duo nuove variabili indipendenti, legate alle 37 , J/ dalle re- 
lazioni 

ponendo 

(10) aii+ai»=«ii . «ti— ''ii='m > ai^«|=a, , <i,-a,=«, , ao-«o . 

ed effettuando eairequazione (1) questo cambiamento di variabili e di coefficienti, 



(•) Darboux- Op. cit. 2» Parte, pag, 23.— Veggasi pure: Goursat " l.eqon» «ur 
Vintégration da équationa attx derivéta partitile» du second ordre „ Tomo I pag. 94. 
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si ottiene l'altra : 
E poiché si ha : 

concludiamo che la condizione necessaria e sufficiente a cui debbono soddisfare 
i coefficienti di ogni espressione *, avente la forma del primo membro della (11), 
perchè esistano dei fattori i. , tali che risulti 

, ^ rz az „ Sz „ds 

1* = — + r- con Z = a ii + P a-- + rZ) 

altro non sarà che la trasformata delia <8), ottenuta mediante le (9) e (10). 
Ora, introdacendo nella (8} le nuove variabili ed i nuovi coefficienti , si ottiene, 
dopo alcune ridazioni, che la condizione richiesta è la seguente : 

1 1 Ha.,-OL„) ^Ca.i-aM^ll 

""^c"^;;^^'!"'""' — ^1 sii— IN ''*-""'• - 

" \ Si ali / ^ ^« 9»] / I «ii-Ojt ' V^S ^1 

Inoltre, a causa della (6), si avrà: 

[ « t - « t 
«Il ~ a» 

coll'av vertenza che, siccome i coefficienti a,, , a^j , a, , a^ sono ora delle fon- 

zioni assegnate di 5 e i), bisognerà dapprinui rendere il rapporto — (che 

OH-«tt 
comparisce nell'integrale del 2° membro) funzione delle variabili x,y, mediante 
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le (9), quindi effettuare la quadratura rispetto ad a ; e dopo clO, ritornare alle 
variabili altual! ^ ,r,, coU'uso delle relazioni : 



In qaanto poi alla naOTa espressione di Z, a causa della (7), si otterrai 
facilmente, dopo alcuni calcoli: 



Se dunque nell'equazione (LI) il coefficiente a^ è dato dalla (12), la Boa i: 
tograzione è ricondotta a quella dell'equazione lineare del 1° ordine 



/ da„ da—\ / da,. da,,\ 



8,; 



= («i.-'..)f«-l)«' °" "" 

con 9 funzione arbitraria, e tenendo presente l'avvertenza g{& fatta pel calcolo 
dell'integrale indefinito che qui comparisce. 

Notiamo che 6 stato ammesso implicitamente che sia a,, — ocit =^1-0. Ora se 
risalta citt ~ '*n — ^' *^'^ equivale a supporre che nella equazione (1) siaa,i = l>, 
ma allora dovrà esser pure a, = , e perciò a, — a, = 0. In tal caso manca la 
(12) ed il richiesto fattore X relativo alla (II) basterà che soddisfi alia trasfor- 
mata dell'equazione aggiunta della (a): la qaale trasformata si trova subito 
che 6 



Xa> 



SXa, SlOj _ 5*U„ _ g'Xa,, _ d*Xt„ 

^ <1S "*■ Sii di* dèdyi 5jj' 



ossia 6 l'equazione aggiunta di quella a cui si riduce la (11) facendo in essa 
3,, = a„ f 0| — >i f cioà dall'equazione : 
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Ed in questo caso, teDendo presente la (6), si avrà: 

Dnnqae se è a,, = a„ , per l'esistenza del fattore X basterà, soltanto che sia pure 
a, =a, ; ed allora, tutti questi possibili fattori altro aon saranno che gli inte- 
grali dell'equazione aggiunta della proposta ('). 

Pavia , agosto 1900. 



(') Quando invece è «,, — a,,=[=0, allora se risulta 



è certo che X soddisfa l'equazione aggiunta della (11), ma occorre che abbia luogo 
la (12); altrimenti ogni integrale X dell'equazione aggiunta rende 



con M =1= N. 
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SULl'OKDiNK DI PRECEDHNZA 

FRA LE OPERAZIONI FONDAMENTALI DELL'ARITMETICA 

PBB 

ALFREDO CAPELLI 



I coDtinnl prof^rcBSi delle scienze niatomatìche hanno reso in questi ultimi 
tempi sempre piti vivo il bisogno di un esame retrospettivo sali' ingente mate- 
riate accumulato da secoli, accompagnato da uno stadio accurato dei principi! 
della scienza, allo acopo di dare ad essi un'intonazione di generalità e di ri- 
gore adeguata alla mole de! fatti analitici cui servit- debbono di introduzione 
e di base. Holto si è già fatto a questo proposito net fondamenti dell'analisi 
infinitesimale e di quella parte della stessa aritmetica che si collega sì concetti 
di limite ed infinitesimo, come, ad esempio, nella teoria dei numeri irrazionali. 
Holto meno , anzi ben poco , si b fatto net campo dei numeri razionali , che è 
quanto (lire nel campo delle prime quattro operazioni fondamentali dell'arit- 
metica. 

Xn questo campo , forse perchè in esso assai meno che nel!' altro poteva 
temersi deficienza di rigore o di generalità, la scienza moderna non ha fatto 
che segQJre, quasi passivamente e senza vera e propria discussione, alcuni prln- 
cipii direttivi imposti per tradizione ed elevati per forza di consuetudine alla 
dignitji. di veri e proprii postulati. Cosi nell'aritmetica pratica, cosi nell'aritme- 
tica razionale e nella stessa algebra. 

Nell'aritmetica pratica vediamo costantemente definite e trattale le quattro 



La presente Noto, già pubblicata nel Rendiconto della R.^ Aocadeinia delle 
Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli (16 Giugno 1900), viene qui riprodotta 
(senza alcuna modificazione, salvo la breve appendice aggiunta nell' ultima pagina) 
come introduzioue ad un articolo sulla genesi combinatoria dell'aritmetica, che usciri 
proAnni^niente in questo Oiomate per opera dello stesso Autore. 

VOL. XX XIX. 'i 
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operazioQÌ fondamentali nel eegnente ordine 

! Addizione 
Sottrazione 
Moltiplicazione 
Divisione 

Quest'ordinamento si può dire però venga abbandonato, se non esplicitamente, 
almeno nella sostanza, quando dai primi rodimenti di indole tutta pratica si 
passa all'aritmetica razionale ed all'algebra. Perchè esso potesse dirsi conser- 
vato, converrebbe infatti che l'operazione di sottrazione avesse fin da principio 
il suo completo sviluppo mediante l'introduzione dei numeri negativi, e l'intro- 
duzione dei numeri frazionarli non dovrebbe essere fatta che più tardi, quando 
si vool renderò possibile incondizionatamente l'operazione della divisione. Invfice 
nell'aritmetica razionale si sogliono introdurre dapprima i numeri positivi fra- 
zionarli e soltanto molto più tardi si introducono i numeri negativi. E precisa- 
mente si sogliono essi introdurre a quel punto in cui l'aritmetica razionale in- 
comincia a chiamarsi algebra. L'ordinamento delle quattro operazioni, in quanto, 
cioè, ai da ad esse il loro completo sviluppo, viene così ad essere sostanzialmente 
il Reguente : 

Addizione 

Moltiplicazione 
j Divisione 
; Sottrazione 

Non mancano però, benché rappresentino l'eccezione, esempi di trattati {') di 
aritmetica razionale ed algebra elementare nei quali la teoria dei numeri ne- 
gativi si fa precederò a quella dei numeri frazionarli. Per questi trattati l'ordi- 
namento addottato è invece : 

I Addizione 

y Moltiplicazione 

Sottrazione 

Divisione. 

(*) Si veggano, p. es., per citare un trattato di indole puramente scientifica, gli 
Elemente der ZahUnthtorit di P. Bachmann (1892). Voi. I." Einleitung. 
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Le tre specie di ordinamenti, (I), (2), (3), qal sopra riportate, concordano 
n eli 'assegnare il primo posto all'addizione ; ed è facile vedere che , nna volta 
ammesso che il primo posto debba darsi all'addizione, non sarebbero ammissi- 
bili altri ordinamenti oltre ai tre gìk menzionati, dovendo in ogni caso la divi- 
sione trattarsi dopo la moltiplicazione di cui è l'operazione inversa. 

Ma è poi veramente necessario cho il primo posto sia dato all' addizione ; 
non potrebbe esso invece asBegoarai alla moltiplicazione? Qualora ciò venisse 
consentito, è chiaro che si presenterebbero come possìbili altri tre ordinamenti, 
cioè: 

/ Moltiplicazione 

\ Divisione 
fll ! 

Addizione 

Sottrazione , 



ovvero Analmente: 



Moltiplicazione 
Addizione 
Divisione 
Sottrazione, 

Moltiplicazione 
Addizione 
Sottrazione 
Divisione. 



Benché, per quanto io mi sappia, nessnno di qaosti tre aitimi ordinamenti 
sia stato finora addottato da alcun trattatista, essi non contengono perd, per ab 
stessi, niente di assurdo, come forse potrebbe parere a primo aspetto per l'abi- 
tndine tradizionale di considerare soltanto l'uno o l'altro dei tre primi. Nelle 
pagine che seguono, il primo § ha appunto per oggetto di dimostrare che anche 
gli ordinamenti (I) , <n> , (III) , sono poasibiU. 

Passo poi ad occnparml della questione se, fra i sei suddetti ordinamenti 
ammessi come possibili, ve ne sia uno che meriti la preferenza su tutti gli altri. 
Qnesta questione viene esaminata nei §§ 2" e 8° da due differenti punti di vista, 
entrambi puramente Bcientlfici ; ed è notevole e carioso il fatto che entrambi si 
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accordano Dell'escludere i primi tre ordinamenti, quelli clie iDComincisno col- 
l'addizioDe. Qaanto agli altri ti-e ordÌDamenti, nel mentre che ii primo pnnto di 
vista lascia ancora qualche incertezza nella scelta, Il secondo la fa cadere In 
modo del tutto decisivo suU'ordinamento (IH), l'altimo dei sei cbe abbiamo pas- 
sato in rassegna. Per diatingaere quest'ordinamento dagli altri cinque, lo chia- 
merei l'ordinamento algebrico , denominazione che si presenta spontanea alla 
mente e quasi s'impone, dopo l'esame cui si è or ora accennato. 

Finalmente nell'ultimo § cerco dì mettere in chiaro alcuni vantaggi cbe 
presenta qupst' ordinamento paragonato con quelli tradizionali dell'aritmetica 
pratica o razionale. Intendo parlare, a scanso di equivoco, di vantaggi dal punto 
di vista didattico, cbe non è la stessa cosa del pnnto di vialn pratico. Se di 
fronte a questi vantaggi vi possano d'altra parte essere degli svantaggi, è que- 
stione nella quale non intendo entrare, almeno per ora. Tanto meno poi, come 
è facile comprendere, potrebbe sorridermi l'idea di esaminare la questione dal 
punto di vista puramente pratico. Sarò già ben pago, e mi sembrerà aver rag- 
giunto pienamente il mio scopo, se chi legge vorrà, con me, riconoscere all'or- 
dinamento algebrico il diritto di precedenza nell' ordine di idee puramente 
scientifico. 

I. 

1. Il concetto di numero ha un'origine essenzialmente combinatoria. Esso 
è un' emanazione del concotto di aggregato di oggetti e del concetto di coordi- 
naeione, ovvero sia di corrispondenza univoca tn un aggregalo di oggetti ed 
un altro aggregato dì oggetti. Per riconoscere se un aggregato di oggetti A , 
B , .. , G , ed un altro aggregato A', B' , .. , C, abbiano la stessa numerosità, basta 
infatti constatare se sÌb. possibile di stabilire fra quegli oggetti e questi una 
corrispondenza univoca; cosicché, p. es., ad A corrisponda A', a B corrisponda 
B', ecc. Pertanto, se noi conveniamo di dire che un aggregato fe coordinabile 
ad un altro, quando sia possibile stabilire fra essi una cosiffatta corrispondenza, 
è chiaro cbe, per esprimere che un aggregato ed un altro aggregato hanno la 
stessa numerosità (ovvero, come comunemente si dice, che il numero degli og- 
getti formanti il primo aggregata è anche il numero degli oggetti formanti 11 
secondo) basterà dire cbe essi sono fra loro coordioabili. 

In qaanto si è ora detto 6 già contenuta, evidentemente , la definizione di 
numero naturale, cioè : se da tutti quegli aggregati che sono coordinabili ad uno 
stesso aggregato, si estrae la qualità, comune a tutti, di essere fra loro coordi- 
nabili, si dà origine ad un ente astratto che si dice essere un numero. E quindi 
piti precisamente : 

1") ogni aggregato da oiiglne ad un numero ; 

2") aggregati ooordinabill danno origine allo stesso numero ; 

3") aggregati non coordinabili danno origine a numeri differenti. 
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3. Supponiamo che lo ao modo qnalanqne , p. es. per effetto della cono- 
scenza paramento empirica di certi aggregati, Biamo guanti alla conoBcenza di 
certi dae nnmeri natarali m ed n. Siano 



gli oggetti che compongono uno degli aggregati che hanno dato origine al nii> 
mero m, cioè gli elementi di un aggregato di numerosità m; e siano Bimilmeute 

(2) a , p , Tf , . . . , S 

gli oggetti di ano degli aggregati di nameroett& n. Noi abbiamo certamente , 
indipendentemente da qnatsJa&i altra nozione di aritmetica, un'idea ben chiara 
di hitte le coppie 

(3) aa , a^ , bd , , , . , 

che si pOBBono formare combinando nno qualunque degli oggetti (1) con uno 
qualunque degli oggetti (2). Nulla poi c'impedisce, anzi è perfettamente naturale, 
di pensare tutte le possìbili coppie (3) cobI costruibili come dei nnori oggetti 
il cui insieme formi un nuovo aggregato, l' aggregato delle coppie (3). Questo 
B^gfegato, evidentemente finito come tutti gli aggregati di cui qui ci occupia- 
mo, avrà dunque una numerosità bea determinata, cioè darà origine ad un na- 
mero il quale è perfettamente detcrutnato appcnachè siano dati m ed n. Questo 
namero sì potrà defluire come il prodotto di m ed n, cioè: per prodotto di due 
numeri m ed n intenderemo il numero delle coppie che si poisono formare com- 
binando in tutti i modi possibili uno qualunque degli elementi di un aggregato 
di numerofità m con uno qualunque degli elementi di un aggregato di numero- 
sità n. II prodotto dì m ed n si indicherà col simbolo mn. 

Questo modo di definire il prodotto mette senz'altro in evidenza che mn^nnt, 

3. Definita così la moltiplicazione , si potrà poi definire anche l'operazione 
di addizione. Per somma di due numeri naturali m ed n s'intenderà quel numero 
che rappresenta la numerosità dell'aggregato che si ottiene riunendo in un unico 
aggregato gli elementi di un aggregato di numerosità m e gli elementi di un 
aggregato di numerosità n. 

Come si vede, le definizioni or date di prodotto e di somma sono fVa loro 
affatto indipendenti, cosicché è pienamente in nostro arbitrio di dare la prece- 
denza all'una od all'altra. 

4. Dopo aver stabilito il significato di prodotto e poi quello di somma, po- 
tremo definire come terza operazione la divisione e come quarta la sottrazione 



,y Google 



o Tlceversa, precisamente come si fa di consaeto nell'aritmetica razionale e nel- 
l'algebra, Becondochè si addotta l'ordinamento (2), ovvero l'ordinamento (3). 
Resta cosi constatata la poBSibilìtà degU ordinamenti (II) e (III). 
Come terzo ordinamento possibile si ha finalmente 

! Moltiplicazione 
Divisione 
Addizione 
Sottrazione, 

cioè l'ordinamento (I). Quest' ordinamento , paragonato cogli altri cinque , pre- 
senta questo di caratteristico, cbe l' Introdnzione dpi numeri frazionarli si deve 
fare , sebbene parzialmente , prima che si possa considerare come conosciata 
l'intera serie dei numeri naturali. Ammesso Infatti che si conoscano, p. es., i soU 
numeri 1,2,5, 11 campo dei numeri si estenderà, dopo definita la moltiplica- 
zione, al soli numeri della forma 

3X3X..'. X3X5X5X...X5, 

e per rendere poi possibile la divisione, senza eccezioni, In questo campo di 
numeri, basterà introdurre come nuovi enti numerici 1 soli numeri - ed - . De- 
finendo poi l'addizione, si verranno ad introdurre simultaneamente tutti i numeri 
naturali frazionarli non ancora introdotti. A questo punto ci si troverà nelle 
stesse condizioni dell'ordinamento (2), cioè si introdurranno per ultimi, rnsleme 
colla sottrazione, i numeri negativi. 

È bene di notare che, come esiste quest'ordinamento che introduce dei nu- 
meri n'azionarli prima che già siano stati introdotti tutti i numeri naturali, non 
ne esiste alcuno che incominci l'introduzione dei numeri negativi prima cbe già 
siano noti tutti i naturali. 

II. 

1. Volendo studiare la questione di un possibile ordine di precedenza fra 
le operazioni fondamentali dell'aritmetica, sembra che il primo e piti naturale 
criterio direttivo da adottarsi a tale oggetto debba desumersi dall' esame del- 
l'ampliamento apportato al campo dei numeri da ogni singola operazione come 
conseguenza necessaria della sua stessa Introduzione. Giacché, come si è notato, 
non dobbiamo ritenere, almeno dal punto di vista scientifico, come veramente 
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introdotta nel calcolo ana data operazione, se il campo deg;li enti aritmetici 
preesistenti non venga al tempo stesso ampliato in modo cbe la nnova opera- 
zione si possa eseguire incondizionatamente. 

Del resto è cosa troppo nota, per iueiatere maggiormente sa questo ponto, 
come lo svilnppo progressivo dell'algebra e delle sae rìsoree algoritmiche sia 
appunto collegato strettamente, dal punto di vista scientifico non meno che da 
qaello della sua stessa storia, alla necessità di rendere possibili le varie ope- 
razioni razionali ed irrazionali; necessità che ha poi per conseguenza naturale 
il graduale allargamento del suo orizzonte numerico. Dimodoché si direbbe qnasi 
non doversi considerare come veramente nuova un'operazione che non inclu- 
desse qualche allargamento del campo numerico ad essa preesistente. 

2. Ciò posto , è chiaro cbe la questione dell' ordine di precedenza fra le 
operazioni aritmetiche, dovrà, da questo punto di vista, precisarsi come segue: 
è potsibile atabilire fra le quattro operazioni fondamentaii un ordine di prece- 
denza (teeondo il quale esse debbano introdursi nel calcolo una dopo l'altra) tale 
cke ogni aingoia operazione produca un allargamento del campo dei numeri ad 
està preesistenti T 

Affinchè la questione cosi posta abbia un significato ben determinato, èperò 
necessario precisare accuratamente il punto di partenza, cioè quale sia il campo 
dei numeri che si considerano come già conoeclatl, prima ancora di introdurre 
Tina qualsiasi delle quattro operazioni. 

Ordinariamente ^i suol prendere come punto di partenza la serie dei numeri 
naturali 1,2,3,...: ma dal nostro attuale pnnto di vista deve cl6 considerarsi 
come del tutto abusivo ed inglnatiflcato. Infatti, quando noi dall'unità immagi- 
niamo dedotta tutta la serie dei numeri naturali, veniamo già ad applicare ta- 
citamente all'unità preesistente, l'operazione di addizione, almeno nel caso pav 
ticolare in cui uno degli addendi è l'unità ; giacche appunto coli'addizione ripe- 
tuta di un'unità veniamo a formare i numeri oaturali 1 + 1, 1-i-l-t-l,... 

Noi dobbiamo dnnque ritenere che il campo primordiale dei numeri, cio« il 
campo dei numeri da noi già conosciuti prima che la nostra mente abbia orga- 
nizzato qualsiasi operazione aritmeiica, sia finito, e, precisamente, sia limitato 
all'unirà (che sembra non potersi cscladere dal campo primordiale) ed a quei 
pochi numeri da noi scoperti per via puramente empirica, anche senza alcun 
concetto di maggiore e minore. Ed invero non vi è alcuna ditBcoItà a concepire 
che la nostra mente abbia, p. cs., imparato a conoscere empiricamente il numero 
quattro prima del numero tre (*}. Si comprende poi facilmente come Boltanto 



(*) Non mancherebbero anzi delle ragioni per ritenere che cosi accada effettiva- 
mente, quando la mente infantile sia lasciata libera dì seguire l'evoluEÌone spon- 
tanea delle prime idee sol nomerò. 
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dopo aver formato an primo corredo di nameri, p. ee. dopo aver conosctato i 
onmerl , 1,2,4,8, ai imponga veramente la neceseità dì organizzare delle 
operazioni allo scopo di rilevare le relazioni intercedenti fra essi e dare nn in- 
dirizzo metodico alla ricerca di tatti 1 nnmeri possibili. 

3. Mettendoci a qtiesto punto di vista e supposto, per fissare le idee, che 
il campo primordiale Bia costituito dai soli numeri a, b, e, veniamo ad esami- 
nare se fra i sei ordinamenti (1), (2), (3), (I), (II), (III), ve ne sia alcuno 
che soddisfi al criterio dell'articolo precedente. Se A, B, C, D sia un siffatto 
ordinamento , la prima operazione A non può essere che la moltiplicazione , la 
quale dai numeri già noti a, b, e ci farebbe dedurre tutti i nameri 

(1) 0XaX...XaX6X6X...X6XcXcX...Xc 

ottenibili come prodotto di fattori a , b, e , ovvero l' addizione la quale , oltre 
ai numeri del tipo (I) , ce ne farebbe introdurre ancora infiniti altri (poiché essa 
sola ci darebbe tutti i numeri della forma Ma + N6 + Lc, e precisamente tutti 
i numeri naturali, so uno dei tre numeri a, b, e b l'anitik). 

È però facile riconoscere che , se si addottasse come prima operazione A 
l'addizione, sarebbe impossibile soddisfare alle condizioni imposte, comunque 
si scegliessero poi le altre lic operazioni B, C, D. Infatti, una volta introdotta 
l'addizione, vengono con ciò stesso introdotti tatti 1 numeri naturali (ritenendo, 
benché ciò non sìa del resto necessario per le conclusioni ulteriori, che fì-a i 
nnmeri a, 6, e, v! sia ranit&); cosicché tanto nell'ordinamento (2), come nel- 
l'ordinamento (3), la moltiplicazione venendo applicata al campo dei nameri 
naturali non produrrebbe alcun allargamento del campo stesso, cioò del campo 
ad essa preesistente. Lo stesso dicasi dell'ordinamento [1) , secondo il quale la 
moltiplicazione troverebbe come campo numerico ad essa preesistente quello di 
tutti i nameri interi (positivi e negativi). Vediamo dunque che, se esiste un or- 
dinamento soddisfacente alle condizioni volute, esso deve incominciare colla mol- 
tiplicazione; e deve qaiudi ricercarsi fra gli ordinamenti (I), (II), (III). 

4. Poiché ora, come è agevole riconoscere, ciaseano degli ordinamenti (I), 
n} , (in) soddisfa alle condizioni richieste, vediamo che il criterio dell' art. 2 
non é EufiSciente, senza l'aggiunta di altri criterii, a determinare completamente 
l'ordine di precedenza. Quali potrebbero essere questi nuovi criterii additivi ? 

Se Interroghiamo l'uso tradizionale, esso ci suggerirebbe, e ben a ragione, 
dì non introdurr* numeri negativi o frazionarti, ee prima non liano stati intro- 
dotti tutti i numeri naturali ('). Adottando questo criterio, l'ordinamento (l) 

(') B'ìntende nel senso operativo, cioè di dare un procedimento operativo me- 
diante it quale si possano rintracciare tutti i numeri natnrali; giacché la semplice 
nozione generale di numero naturale si può, come quella di aggregato, considerare 
come già posseduta a priori. 
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non sarebbe pib ammiBsibile, ma resterebbe ancora l'Incertezza della scelta ft-a 
gli ordinamenti (III e (UT}. 

Fiii razionale (dal punto di vista puramente algoritmico ed algebrico , se 
non dal punto di vista Bìstematìco) potrebbe forse sembrare di aggiungere come 
naovo criterio che l'introduzione di un'operazione dlretla debba eesere seguita 
daW introduzione della àua inverna. Questo criterio escluderebbe evidentemente 
gli ordinamenti (IIj e (111) ; cosicché resterebbe , come solo ordinamento am- 
missibile , 1' ordinamento (I) , il quale per6 non soddisferebbe all' altro criterio 
di pocanzl. 

5. Riassumendo, visto che l'ordinamento (I) avrebbe l'inconveniente, certa- 
mente grave dal punto di vista fllosofico (') non meno che dal punto di vista 
pratico e didattico , di considerare numeri frazionarli prima di aver dato pro- 
cedimenti operativi atti a costruire qualunque numero naturale; e visto che, 
d'altra parte, escluso l'ordinamenlo (I), resterebbe ancora l'incertezza di scelta 
fra l'ordinamento (IIj e l'ordinamento (III), crediamo dover ritenere che il solo 
risultato attendibile, da noi ottenuto come conseguenza del criterio dell'articolo 2, 
sia quello gi& rilevato che, qualunque ordinamento si voglia adottare , debba in 
Ogni caso darsi la precedenza assoluta alla moltiplicazione. 

Questo stesso risultato , comechè conciliabile con ciascuno degli altri due 
crìterii testé menzionati, non potrebbe però ritenersi come sufficientemente fon- 
dato, qualora non venisse suffragato da qualche altro criterio, del tutto indipen- 
dente da quelli fln qui contemplati. E anche maggior valore acquisterebbe, se 
il nuovo criterio fosse tale da condurre ad un unico ordinamento, ben determi' 
nato, delle quattro operazioni fondamentali. Questo nuovo criterio noi lo trove- 
remo abbandonando il campo algebrico-aritmetico nel quale ci siamo fla qui 
aggirati, per riesaminare da capo la questione nel campo algebrico-formale. 



1. Le quattro operazioni fondamentali, considerate dal punto di vista pu- 
ramente formale, in quanto, cioè, sono rappresentate dal simboli letterali ge- 
nerici : 

ab , -^ , a + b , a~b, 
b 

non sono fra loro irrednttiblli. Infatti la moltiplicazione è inclusa nella divisione, 



(*} Cfr. la nota che precede. 
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poicbè li ba. idflBticaaiente : 

ab = a • (l : b), 
e cosi l'addiziono b inclusa nella Bottrazione, potendosi scrìrere : 
a + 6 si a - (0 - 6). 

Qnesta riduzioce delle operazioni fondamentali alle sole due operazioni di 
divisione e sottrazione, benché possibile da] pnnto di viBta paramente formai*^, 
avrebbe però il grave inconveniente di far perdere di vista la proprietà carat- 
teristica delle funzioni intere, di potersi cioè costruire la loro espressione senza 
aver ricorso alla divisione; o cosi analogamente per la sottrazione. Per tacere 
dell'inconveniente che si avrebbe dal punto di vista sistematico, coll'ammettere 
le soie operazioni inverse; le quali hanno la loro origine naturale nelle opera- 
zioni dirette, di addizione e moltiplicazione, che verrebbero invece esclnso. 

Oltre a ciò è da notarsi che la riduzione in parola non è neanche possibile, 
se non in quanto alle indeterminate a, b, e,... galle quali si eseguono in un 
modo qualunque le quattro operazioni, si aggiungano i numeri ben determinati 
ed 1 , dignisachè dall'indeterminata a si possa dedurre o — a, cioè il numero 

contrario — a , come pure 11 numero — , «ce. 

2. Non è dunque nel senso ora indicato che noi intendiamo porre la que- 
stione dell'ordino di precedenza fra le operazioni dell'aritmetica. Bensì è per- 
fettamente naturale di porre il quesito : è possibile stabilire fra le quattro ope- 
razioni un ordine 

A , B , C , D 

(ale che ogni risultato ottenuto operando sui numeri indeterminati a, b, e, d,...u 
colle quattro operazioni comunque eseguite, possa anche ottenersi operando dap- 
prima con sole operazioni del tipo A , poi sui risultati , con sole operazioni del 
tipo B , e così poi con sole C e per ultimo con sole D ? Naturalmente , quando 
diciamo che si opera, ad un dato stadio del calcolo, con soie operazioni di an 
certo tipo, non intendiamo di esclndere che esse possano anche non eaaere m»- 
guite affatto. 

A questo quesito l'algebra risponde affermativamente, ed anche con preci- 
sione maggiore di quanta dall'enunciato stesso del quesito ne verrebbe richiesta. 
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Essa ci dice che l'ordin&meDto (III) : 

Moltiplicazione 
Addizione 

(ni) ; 

Sottrazione 



Divisione 

soddisfa pienamente a qasnto si richiede, e precisamente cbe ogni rtaultato di 
operazioni fondamentali, eseguite suite lettere a, b,.. ,u, ai pu<^ sempre anche 
ottenere eseguendo dapprima sole moltiplicazioni, poi sole addizioni, poi al più 
due sottrazioni e per ultimo al pftì una sola divisione. Infatti, comunque si sia 
otteoaio II risaltato u , esso paò sempre ridarsi alla forma : 

(A) a = ^^jT^^ , 

dove ognuno dei termini generici U , V , U' , V rapprissenta un prodotto 

aa. . .abb. ,.b . . . 

di fattori scelti fra le lettere date a, b, e,... ,u. 

È da notarsi il fatto che, generalmente parlando, il numero delle moltipli- 
cazioni che si debbono eseguire secondo ['indicazione data dalla forma cosi ri- 
dotta, b superiore al numero delle addizioni, come questo a sua volta supera 
il numero delle operazioni di sottrazione , ctie ò al più eguale a 2 e quindi in 
generale maggiore del numero delle ultime operazioni, di divisione, che è 0, 
ovvero 1. 

3. L' ordinamento (III) non solamente risponde al problema posto nel quesito 
testé fonnnlaio , ma, forse appunto per questa sua qualità, rappresenta anche 
di fatto l'ordine di precedenza algebrico fra le quattro operazioni. Tutti 1 pro- 
cessi speculativi e calcolativi dell'algebra hanno infatti come perno fondamentale 

la ridtizione di qualBiasi funzione razionale delle variabili a, b, e it al tipo 

xA) , giacché è qnesto il solo mezzo, di indole afTallo generale, che abbia Unora 
l'algebra, per riconoscere l'Identità di due funzioni razionali, o, che è la Btessa 
cosa, l'equivalenza dei due processi operativi che la rappresentano. 

H rispetto a quest'ordinamento Tiene dagli algebriali spinto fino al punto 
da mantenerlo financo -in quei casi particolari , per quanto tipici , nei quali il 
processo caicolativo rapprea^ttato dalla forma ridotta (A) reclama un numero 
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di operazioni fondamentali maggiore del neceseario. Ce ne dà l'esempio pift 
semplice ed importante la forma tipica (forma polinomiale) della funzione razio- 
nale intera dt una variabile a;; 

OftOf^ + a, af~' + Ot x"'' + . . . + a„_, X + a„. 

II calcolo effettivo di questa espressione , qnando si prendano per le x, a^t 
a, , . . . , a, dei nnraeri determinati , richiede in generale 2n - 1 moltiplicazioni 
BCgaite da n addizioni ; nel menti'e che la stessa espressione ridotta alla forma 
equivalente 

( . . . ( ( («o a + o,} ac + a,) (c + a, J I 

si calcolerebbe con sole n moltìplicazionì fra le quali si intercalerebbero n 
addizioni. 

Le n addizioni possono anche farsi precedere alle n moltiplicazioni, che 
si cBcguirebbcro soltanto dopo aver eseguite tutte le n addizioni, adottando la 
terza forma equivalente : 

a^{x + a){co -fr p)...Ca5 + X); 

ma questa forma, per quanto importante, presuppone il calcolo delle et, ^, ... , X 
il qualo trascende la cerchia delle quattro operazioni fondamentali. 

4. Aggiungiamo finalmente che, all'infuori dell'ordinamento (ni), nessuno 
degli altri cinqne ordinamenti da noi posti in discussione può accettarsi come 
uoddisfacento alla richiesta dell'art. 2. 

Gli ordinamenti (I) e (II) non vi soddisfano, perchè, dovendo in ciascuno 
di cbbÌ l'operazione di sottrazione eseguirai all'ultimo, non è difficile riconoscere 
che con processi operativi ad essi conformi non si può raggiungere qualsiasi 
espressione del tipo (A). Ed Invero, l'espressione del tipo (A), in cui il deno- 
minatore contenga cfTeitivamentc entrambe le parti lU' e — SV non può equi- 
valere ad un'espressione della forma: 

ftp 2V' 

In cui le U, V, U', V sono ottenute colle sole operazioni di addizione e di 
moltiplicazione. Lo stesso dicasi, per la stessa ragione, dell'ordinamento (2). 



,y Google 



)( 21 )( 

Qaanto all'ordinameiito (1) , esso non potrebbe condorre che ad espressioni 
della forma 



U,V,W, . . 



io coi le n , V , W , ... , U, , V, , W, , ... sono fEinzionl lineari, a coefDciend nu- 
merici interi, delie a, b, e, . . , u. 

Resterebbe soltanto l'ordinamento (3), col qaale si pti6 bensì in qnatctia 
modo rag^angere qualunque risaltato il esprimibile colle quattro operazioni. 
Esso richiederebbe però (cfr. l'art. 1 di questo stesso §) l'nso vizioso della sot- 
trazione , cioè anche in casi nei qnaii il composto ft è indipendente da qne- 
st* operazione. 

IV. 

1. Dopo avere esaminata la questione che c'interessa, dal pnnto di vista 
poraniente scientifico e sistematico, non sembra faor di luogo aggiungere qual- 
che parola sui vantaggi che l'ordinamento algebrico delle* quattro operazioni 
fondamentali presentar potrebbe dal pnnto di vista didattico. Intendo parlare 
Bpecialmente della parte più saliente dei nostri risultati, nella quale si accordano 
tatti i vari criteril passati in rivista , cioè che 1' operazione di moltiplicazione 
debba precedere (contrariamente alle consuetudini didattiche tradizionali nel- 
l'insegnamento dell'aritmetica) l'operazione stessa di addizione. 

Che ciò sia possibile, lo abbiamo gìli dimostrato al primo §. £ la nostra 
dimostrazione mette al tempo stesso in evidenza la nota caratteristica del pro- 
cedimento da tenersi per introdurre la moltiplicazione Indipendentemente dal- 
l'addizione. Essa consiste nella necessità di accentuare quella che si potrebbe 
chiamare la genesi eonUtinatorìa dell'aritmetica, molto pib che non si faccia dai 
metodi ordinarli, secondo 1 qaali il fatto combinatorio Inerente alla moltiplica- 
zione viene larvato, al punto da riuscire quasi irreconosclbile, sotto il concetto 
di ripetizione degli addendi. Il che ha poi per conseguenza che l' operazione 
della moltiplicazione possa sembrare, a chi guardi le cose nn po' superficlat- 
mente, piuttosto un'operazione d'importanza secondaria, anziché un'operazione 
fondamentale quale essa è veramente e quale del resto si rivela piti tardi , 
quando si introducono nel calcolo I numeri frazionarli generati dalla sua In- 
versa, la divisione. 

Deljresto bisogna riconoscere che l'algebra, nel progresso sempre crescente 
dei suoi rami piti elevati ,|'accenna a prendere una rivincita sempre più com- 
pleta della dimenticanza quasi assoluta nella qaale la parte combinatoria dei 
primissimi fondamenti del numeri 6 stata lasciata dagli aritmologi. Giacché non 
V è oramai chi ignori come la matematica combinatoria, esposta dai trattatisti 
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«leAeirter! soltaato «oa molto ritardo e qnwi come cosa seooiidaria, rappraseotì 
Invece nell'alta algebra, e direi qnasi in tntta 1' analisi più elevata , il fattore 
principale e pia essenziale di ogni moderno progresso. Obi avrebbe imaginato 
prima delle immortali scoperte di S a I o 1 8 , che la chiave dei più grandi pro- 
blemi dell'algebra doveva ritroraref neHft teoria dei groppi di sostituzioni, teoria 
eminentemente combinatoria? E chi potrebbe ormai dnbitare, dopo i lavori me- 
iBorahili di «o«imi uwJisti tsoderni nel campe dei gruppi disomititmi ed in quello 
dei grappi centinai dì trasformazioni, che il concetto di grappo, con qaello od 
esso affine di iavariaotivitA, non siano destinati a dirigere, nelle sne linee più 
(tSBeaziaii, tatto il progresso d^l'analisi inSaiteaimals e tratceadente ? 

Se ora, per i^tornare all'algebra, ci faociamo a rìtlettere che la teoria delle 
softtittu^oni Ò una teoria per sé etds«a cosi aemplio« , che si appogigia , saaiea 
alena postulato, sa fatti combinatorii preesistenti alla stessa aritaietica, dobbiamo 
certamente meravigliarci di non incontrare 1' elemento combiaatorio messo in 
piena lace Sa dalle prime pagine di qualsiasi trattato di aritmetica razionale. 
Se esistono fatti combinatorii preesistenti all'aritmetica, se in ejsi ha la saa vera 
e spontanea origine lo stesso eoncetto di numero, perchè non vengono essi pre- 
messi, almeno la germe, come preparazione propedeatlca della nozione di OQ- 
mero naturale, e svolti poi metodicamente, di pari passo col numero, come ele- 
mento concomitante dello sue uiccessìve evoluzioni ? 

Qoaoto BÌ è ora discorso bob ha avato qui altro scopo se oon che di mo- 
«^are come la precedenza della nLoltiplicaziono ^all'addizione, che ha una delle 
sae ragioni di essere nella tUflnisùme ^urament^ p^mbinatoria delia moltipliea- 
eione, si collega Urettamenfie ad no doovo orientamento dell'indirizzo sistematico 
e didattico di tutta l'aritmetica. E che, d'altra parte, quest'indirizzo combina- 
torio dell'aritmetica fluirà per imporsi inevitabilmente, in un avvenire più o 
meno prossimo, anche ai trattatisti, come una conseguenza necessaria dell'azione 
riflessa che i toodenu progressi dell'alta algebra andranno sempre più eeercl- 
tando sogli stessi suoi primi fondamenti. Precisamente come i progi'essi dell'ana- 
lisi infinitesimale hanno già da ormai lungo tempo inaagurata la revìBlona, non 
diegiunta-da innovazioni radicali, dei concetti fondamentali di numero irrazionale, 
di contiooit&, di limite, di insieme e via dicendo. Abbiamo poi gìft rilevato coBie 
la definizione paramente combinatoria della moltiplicazione, abbia, anche indi- 
pendentemente dal punto di vista sistematico, cui si è ora accennato , il van- 
taggio di rendere «nperflao il teorema che il prodotto di due (o più) numeri 
Batarali -è iJidipendente dall'ordine dei fattori ; giacché tale d<eSoi?iooe i per- 
fettamente simmetrica rispetto ai dae fattori del prodotto. 

Osserveremo ancora, per chiudere, che, se la precedenza della moU^lIca- 
2Ìose è stata riconosciuta di fatto dall'algebra formale, come el 6 visto nel g 3", 
non pud d' altra parte dirsi che neanche l'aritmetica , anzi precisamente l'arit- 
metica pratica, sia rimasta del tntto estranea al concetto che informa questa 
preferenza data dall'algebra alla moltiplicazione. Che anzi, ai può dire che la 
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forms polinomiale 

o+6a! + ca5' + d!B» + ... 

adottata dall'algebra come forma tipica Ai ana fhnzioDe intera di una varialiile, 
altro DOD ò che una generalizzazione della forma adottata dall'aritmetica pra- 
tica per rappresentare tin numero naturale qnalonqae nel sistema di nnmera- 
ziODs che ba per base jc. 

Ed è poi notevole il fatto che in qoaai tatti i trattati di aritmetica elemen- 
tare, anche nei migliori (p. es. nel notissimo di Bertrand), non si danno le 
deQDizioni di addizione e di molti plicasione, se non dopo aver già parlato del 
Bìstema di numerazione; il che è, in fondo, nn circolo vizioso^ giacché 1 concetti 
dì addizione e di moltiplicazione sono già evidenlemente impliciti in qnello di 
sistema di numerazione a base qualunque ce. E precisamente ha la precedenza 
il connetto di moltiplicazione mediante il quaie si costruiscono le unità dei di* 
versi ordini 10 , 100 , 1000 , > • ■ , dalle quali si deduce poi, per via di addizione, 
la foi-ma decimale di im numero naturale qualsivoglia. 



APPENDICE 

Non mi sembra del tutto privo d'interesse di aggiungere, in questa ristampa 
della mia Nota, la seguente ospervazione che sembra contenere un nuovo argo- 
mento a riconferma dell'importanza dell'ordinamento algebrico delle quattro ope> 
razioni fondamentali. 

Se a e 6 sono due numeri naturali propriamente detti (cio& diversi dallo 
zero e dall'unità ) per i quali siano possibili ie quattro operazioni nel campo di 
questi stessi numeri (cosicché ci è lecito ritenere che a sia un multiplo di b), 
Bi ha: 

ab^a f &> o - 6> — . 



Oneste relazioni stabiliscono, oome si vede, fra le quattro operazioni un ordine 
di successione che coincide precisamente coU'ordinamento da noi chiamato al- 
gebrico. 
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SULLE RADICI DELL' HESSIANA D'UNA CUBICA 

IN RELAZIONE CON QUELLE DELLA CUBICA STESSA 



E. C E S À R O. 



L'eqa&ziono del circolo di raggio B, col centro nel punto ;, 6 aabito scritta 
se si osserva cbe, qnalnnqtle sia il ponto z della circonferenza, R è il inodnto 
di 3 ~ i, sicché, moltiplicando qaesto nntnero per il suo conjagato z'— t', si ha 

zz'-i'z-t«' + «' = »■• (1) 

D'altra parte si considerino sulla circonferenza tre punti z, ,z, ,e„ nell'or- 
dine stesso in cui si seguono quando la circonferenza rota nel senso degli in- 
dici d' un orologio, È facile riconoscere che r area o(>0) del triangola ZfZtZt 
6 data dalla formola 

4o^/^=£z,'(z,-«,), (8) 

dove il secondo membro è da intendersi come la somma di tutte le quantità 
analoghe a quella scritta, cioè 

«,'Czi - Zi) + ','('• -',) + •>' (Zi - z,). 

Intanto, poiché l'equazione (1) è soddisfatta nei punti z, , z, , s, , si ha 

( z, z,'- t'z, - £z,' + Ct' = E', 

j «,»,'- i' «, - £ »,' -I- «' = K' , (3) 

' «4Z,'-!'z,-r«.' + C!'=R"- 
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Da qneste ngnagllanze, moltiplicate per «, - «j,a, -z, ,r, -z,, e sommate, si 
deduce, ricordando la (2) , la formols 

4oCV^ = Sz,z,'(z, -8,), (4) 

che Berve a far conoscere il centro del circolo z,2i2,. 

Dalle (3) si poseono analogamente trarre varia note formole di Geometria 
elementare. Basta sommarle, per esempio, per trovare 

E» = Vj £ », «.' - «0 «.' ^■ (C - 2o)(^' - ^o'J , 

dove Za è il baricentro del triangolo z,s^^, cioè 2o = '/»(2i *-«» + 2jl. Ne segue 
R» = '/»{'-.* + «-ì* + »•)' - 3^o') + fo' - 

chiamando p^ la distanza del baricentro al centro del circolo , ed ''o »»■).»■» > «"j 
le liatanze del baricentro e dei vertici all' orìgine arbitraria. Quando questa si 
sposta , non variano R e p^ , e però la somma r,* + r,* -n r,* - Sr^* resta co- 
stante. Per averne il valore in funzione dei Iati del triangolo possiamo dun- 
que immaginare per ttn istante il baricentro preso come origine , nella quale 
ipotesi r^ = 0, mentre r^jV^jr^ diventano i Vj delle mediane , sicché la somma 
di cui 8i tratta si riduce ai V, della somma dei quadrati delle mediane , osuia 
ad V, della somma dei quadrati dei lati c,,Cf,Cg; e per conseguenza 

R» - Po' = y» (Ti* + »■»' + »■)* - S*-»*) = Vt (e,* +Ct* + e,»). 

Del resto l'ultimo risaltato si può anche stabilire direttamente. Basta osservare 
che, essendo e, il modulo di «i — z, , si ha 

I e,» = 2 (a, - 2.) (»,' - «,') = i: Cz» 2|' + z» e,') - 2 (zi «j' + «i «tO 
= 2 S «, z,' - I z/(z, + z,) = 3 (S z,z,' - 8zo «o') = 3(2 »•,» - 3ro»). 

Ciò premesso, si consideri l'eqaazione che si ottiene ponendo uguale a, zero 
la fanzione 2/'*(z) - S/'{z)/"'(z), heesiana della cubica 

/'(«) = (.Z-Z,)(«-*l)(S-2,), 

ossia 

(z, - 2,)'(i - z,)» + (2, - e,)\z - z,)» + (z, - z,)»{z - z,)» = ; (5) 

VOL. IXDX. 4 
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bI prenda come asse la retta aa cai stanno le due radici di questa eqnaeioiw , 
e si ponga l'origine nel punto di mezzo, in guisa che ìe dette radici rlsnltino 
numeri reali, p e — p. Perchè ciò avvenga occorre, per la (5), che si abbia 

E «, (e, - 2,)» = , p' S (2, - «,)» + 2 «,*{«. - »»■)* = 0- (6) 

Siccome poi è identicamente 2 2, («» - z,ì = 0, da questa e dalla prima dille (6) 
8i deduce subito 

2, — 2, 2, — z, 2. — «, .„> 

2, — - * = 2, -* = 2| -^ ' . fV 

D'altra parte bì osbcctI cfae 

i: (2, - «^» = 2 E 2,» -2S242, = 3CEs,»-SZo*) . 

Similmente, se sì chiama k il comune valore dei rapporti (7) , si ha 

l 2,»(2, - 2,)» = t» I (z, - Zo)» = i* (S z,' - 32o») . 

Sostituendo questi valori nella seconda della (6) si trova fc = ±pV-3. Ed ora 
dalla formola (1) si deduce 

4o£^ = ftSz,'C2,-2o) = t{i:2,2,'-32(,z„') = i:(2V-3V), 
ossia C = - e , ponendo 

«=-^(B'-p.>)„ (8) 



e fissando convenientemente II senso positivo dell'asse. Qui importa notare che 
i è reale. Dunque le radici dell' hesaiana d'una cubica appartengono ad un dia' 
metro della circonferenza, che passa per le radici della cubica stessa (']. 

Il precedente enunciato riceverà, fta breve un importante complemento ; ma 
prima vogliamo far notare alcune semplici espressioni di p. Se nella somma 



(*) Beltrami < Ricerche sulla Geometria delle forme binarie cubiche » (Memo- 
rie dell'Accademia di Bologna, 1670; p. 6^6). 
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8i pone per (z, — «j) («, - z^ l'espressione equivalente 

«.' - 2^1 {»! + « J + S «, 2, = 3 {z.» - 2 «0 z, + '/, S a, 2.) , 

si ottiene, ricordando la prima delle (6) , 

qQiiidi, in virtii dell'altra eg^oaglianza (6) , 

f * = '/■ ÌH H + 't zi + Zi «,). 
La moltiplicazione del dne membri per z^ = */,{^^ -(- 2, 4- z,} ci dà poi 
f '«0 = V» z,2,z, + V» 1^ z,(zj*+Z(») = e,ZtZi+ '/• - z,(z,- -2,)*, 

d' onde rtsnlta 

2, 2. 2, r, r, r. 

''^' ir- • '" 

Dopo ciò alla cubica si paò dare la forma 

f{z) = 2» - 3 Zfl 2» + 3 p» z - p* «0 , (10) 

dimodoché le radici della sua derivata risultano uguali a z,, ± \'zg*~f *. Ne se- 

gae che la met& della distanza delle radici stesse è r= [^Zq*— p*|, ed 6 per con- 
seguenza data lu funzione dei lati dalla formola 



dimostrata in una precedente Nota ('), Se poi per £ e,* si pone 11 valore 9(R*-?|)'), 
ossia ISca/fjs , come risulta dalla (8), si ottiene 



(') « Seltaione fra le radici ddV equazione eubica « quelle della ma derivala > 
(Periodico di Matematica, 1900; p. 81). 
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D'altra parte per le (7) ai La, ricordando la (9), 

mentre la (10) ci dà subito ^(«ol = -2eo(V- P')- Danqae 

( » _ pi = {gi-gj)(»»-g|)(g|- «t) . 
6p -J^ 

e finalmente, agnagUando fra loro i modali dei due membri , 

6p \/T 3p VT ' 

Dal paragone con (11) Hi trae R' = c'-p*, e 8i giunge coal al teorema: le 
radici della heisiana d'una cubica sono separate armonicamente dalla circonfe' 
rema, che passa per le radici della cubica stessa ('). 

ÀI medesimo teorema si perviene assai più rapidamente quando si pone 
l'origino nel centro del circolo circoscritto, e si dirige l'asse verso il punto di 
mezzo delle radici della hessiana. In tal caso questo punto è rappresentato dal 
namero reale e, sicché, invece della prima eguaglianza (6), si deve, per la (5), 
avere . 

S »,(«,-«,)* = e S(«,-V'- (12) 

Inoltre alla (i) bisogna sostituire 

e questa equazione, insieme all'identità i:B,(e, - ej) = 0, ci dà immediatamente 

•,^[', = -".'i^, = «.J'£^=-t, (13) 

mentre le (3) si riducono a B,e,' = B,Ct' = «]£)' = B*. E poi chiaro che si ha ptire 



(') Beltrami, toc. cit. , p. 627. 
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e p«r coneegDenza, moltiplicando fra loro due rapporti corrispondenti, fcfc'=B.*. 
Ciò premesso, si noti che 

2 e, (e, - e,)* = fc S (e, -8,)(<5,'-«,') = * ^ e,» ; 
qolDcli, per la (12) e per la eaa conjngata, 

£C^-«,)' = |.Sc,' , S (.,'-. ,0' = ^Sc,'; (14) 

e finalmente 

- «iV'i - «i)' = &' i: («,' - «,'}' = — E» S e,'. 

Dopo ciò l'equazione (5) si ridnce BempHcemente a 

K* - 2CZ + S} = 0, 

e dà « 3^ c± \^c'-R*. Siccome poi, prendendo i moduli dei due membi-i nella 
prima eguaglianza (14J , si ottiene ^ 

^ I e,' = I £ (s, - «,)■ I < :: 0,' , 

ossia Il<c, s! vede che 1 due punti trovati cadono effettivamente suil'&sse , e 
sono eciproci rispetto alla circonferenza. Del resto 6 facile calcolare e, e per 
consegDenza p = \/c*-R*, in funzione dei lati, senza servirsi di r. Basta infatti 
quadrare la matrice 

r «j — e, «» — *i 't ~ "^t I 



dopo avere osservato che i suoi minori quadratici aon tutti, per la (2), ugnali 
a — 4flV^. Si trova subito, in virtù delle (14), 

{|*-l)(Sc,')» = -48eS 
d'onde sì ricava 

,_ 48o*R' _ V*C|*<:i'c,* 

(2 e,')* - 48 e' e,* -e e/ + e,* — e,* Cj* — e,* e,* - o,* e,* 
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Per sa^kwe 8d qaal diametro cadous Je radifii dell' bcBiteoa oaieàiam* il 
punto di Lemoine del triangolo e,s,E|, ponto rappreBoutatt^ per defialsktce, dal 
quoziente di 

2c,»«,=S«,(s, -«,)(«,'-»!') 

per I e,'. Facendo oso delle (13) e della seconda ogaaglianza (14) si trova sabito 

S e/», = ft2(«,'- «,')' = ^'Sc,», 

vale a dire che il punte di cui «i tratta 6 rappresentato dal numero reale R*/c. 
Dnnqne le radici dell' kestiana d'una cubica stanno per dritto col punto di Le- 
moine delle radici detta cubica. Inoltre si vede cbe il reciproco del punto stesso, 
rispetto al circolo s, «jZj, b proprio il punto di mezzo delle radici dell'hessIaDa; 
e però, sulla retta cho le conginnge, le radici dell' hensiana sono armonicamente 
separate dal centro del circolo e dal punto di Lemoine. D'altra parte è noto che 
in questo ponto concorrono le rette , che vanno dal vertici ai poli dei lati op- 
posti. Ne segoc, mercè la trasformazione per polari reciproche, che le tangenti 
nei vertm Incontrano i lati opposti in punti eqoidistantì dalle radici dell' hes- 
slana. Si ritrova cosi nna costrozione data da Beltrami nella Memoria gii citata. 
Ora poniamo l'origine nel baricentro, e preodiamo come asse dei numeri 

reali l'asse focale dell'ellisse di Steiner, sa coi cadono le radici ± \'a* - b* dì 
f'{e)j fuochi di on'ellisse (') omotetica. In qaesto caso ai hanno le u^aaglianze 

2«, = Sb,' = , Se,» = i:eV = 6{o*- t*) , 2 .,«,' = 6 (a» + 6») , (15J 

dalle qoali è facile dedarre 

1:bi», = -Vi£«i* = -8(o*-6') , 2«,V = 9(a*-**/-22«,'(!,«j = 9(a*-&»)>, 

S i,» = 36 {a* ~ by - 2 £ V H* = 18 (a* - 6»)' ; 

L «,» e,' = - S «,»(«,' + «,') = 2 «, «,' («,» + «(» - «, «j) 

= V, i: «, «,'{«,» + «,' + e,») = 18(a* - fc*). (16) 



{') Periodico, loc di. , p. 82. 
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Se poi si osserva che l'eqaazione dell'elllsfle di Eftrtiier t 

(ai -Vyc»' + ■'») - « (H* + 6^ «'■ + Wa»5>=0, {iV 

e che dev'esmn soiildM'attA nei ponti v,, i, ^i% , si trorat, nmttìplfcando le tre 
ngna^lianze che ciò esprimono per e, e/ , OiSf' > 'i V' P'^' sommando, 

2(o» + &») 2 e,»«V = (a» -ft»){£ «,»«,' + 2 e,«',»j + 16 o»6» J e, «,' ; 

quindi , per le (16) e (16) , 

2 «.V,* = 18 fo»-6')» + 48 o»é» = 6 (a»-6»)« + 12(a*+6»)». (18) 

9* attra p«rte te ('3J , sowaste, d dknno Ci"= B*^- 2(à* -f I^; na s«, prlna di 
Bommarle, si moltiplicano per s, , e, , e, , o per e,' , e,' , *,' , si ettféne 

2 m,\' = «(«>+i*) f + 8(o»-6») i' , 2 e,*',» = 6(0*-*') t + 6(a»+&*) t'. 

Dopo ciò dalia (17), moltiplicata per b , segue analogamente 

Finalmente , sommando le (3) dopo averle moltiplicate per b^,', S|B,', efy', ai 
trora 

Z «,■ «',•■= ! J «, •',"'+ ('!;•,■ «,' + 2 (o' + i") S », «,' 
= 5-(à' - S") (f + 1") + r2 (<>•■+»') K' + 12 (a' + S')'. 
Dal paragone di qneato risultato con (18) segue l'importante relasione 
„ „a'+(>' 



che ci permetterà di eaprimere rationalmente le radici dell'heitiana in funzione 
dii e ?'. 

Mercè !e relazioni precedentemente ottenole il cateoiodbi ooeflioienti della 
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(5) si esegue facilmente. Prima si ha 

2 («t - «,)» = 2 2 e,» - 2 I «, «, = 3 S «!,» = l8{o* - 6») , 

I «,•(«, - «.)* = S »,»(«,' + «,*) = 2 S «,««,» = 18 (a' - 6»)* ; 

poi , per le (15) , 

I e, (b, - «,)' = S «, {«,* - 4 «,«,) = I «,» - 12 «,B.«, , 
o pnre 

S 2, («, - e,)* = £ B, (e,* + «,» - 2«, «,) = - L »,» - 6 «, «, e,. 

Dal paragone dei due rìaaltatl segue £e,*=3e,s^, , risultato evidente quando si 
sa (') che la differenza dei doe membri 6 algebricamente divisibile per ls,=0. 
Quindi , per la (19) , 

Cosi, nel caso attuale, l'equazione (6) diventa 

«' + 2« ( -r-ri l' + /. „ Ti + o»-6' = 0. 

\a*— 0* (a* - it')* / 

Se poi si osserva che 



(S)'-a)'' <-) 



o*— 6* a-t fc a-6 (o* - 6')* Va- 

si vede subito, ricordando la (20) , che U radici dell' heasiana sono 

Qià dal fatto che H, H^ =- a* - 6* segue immediatamente che ila derivata e l'hes- 
liana d' una cubica ai annuUano in quattro punti d' una circonferenza ; ma 



(') « Analiii algebrica » p. 367. 
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la forma stessa delle (22), quando 8ÌaD noti 1 numeri ohe rappresentano i centri 
isogonali (') del triangolo K,t^Zf, ossia 

ci rivela più strettì vincoli geometrici fra tatti questi panti. Infatti ei ha 

a + b ' \o + 6/ * ' a — b' \a—b/" 

d'onde segue che le retta H, t, ed H, t, son simmetriche rispetto all'asse, e 
passano per Zp. Inoltre H, t, ed H, t, sod parallele a t,'t,', e per conseguenza 
a C^o i d ^ anche noto che tali rette toccano in t, e x, l' iperbole di Kiepert. 
Adunque le rette, che dal baricentro delle radici d'una cubica vanno ai centri 
iiogonali del triangolo di queste radici, incontrano nelle radici dell'hessiana della 
cubica le parallele condotte dai predetti centri alla retta di Eulero dello stesso 
triangolo. 

Delle relazioni geometriche trovate in ultimo luogo possiamo renderci conto 
risalendo alle definizioni stesse del varii punti, con un procedimento che in fondo 
eqnivaie alla rÌBoluzione dell'equazione cubica col metodo di Tartaglia. Per le 
identità (21) è facile porre la (19) sotto la forma 



-')*(sj + :^») + "-^"'(j^ + ^J^ '^*) 



ed è poi naturale introdarre an numero Z , tale che 



Z' = 



a+b a - 



osfierrando che per la (20) si ha ZZ'=I. Cosi, posto i 

condo membro della (24), somma dei cubi di (a-&)Z ed (a + b)Z', si può 

decomporre in tre fattori lineari : 

Ì«, = (a - fe) Z + (o + è) Z' , 
se, = (a - fc) w Z + (a + 6) ti'Z' , (25) 

e, = (a- b) u'Z + (fl + 6) wZ' . 



Cy « Remarques sur la Geometrie du triangle » (Nouvelles Aniiales de Mathó- 
matiqaes, 1887; p. 236). 

VOI.. XXI n. 5 
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È poi facile constatare che questi fattori sono appiinto le radici della data 
equazione cubica, giacché, essendo u + u' = — 1 , uu' = 1 , &i ha pure 

2«,z=0 , I«,B, = -8(a»-6»). 

Intanto dalle (25) si deducono anche le relazioni 

B, + WBi + w'i^ = 3(o + b)Z' , e, + ij'e, + uè, = 3(a - fc) Z , (26) 

che bisogna tener presenti. Ciò premesso, è noto che le radici dell'equazione (5) 
si possono sempre esprimere razionalmente in e, , e, , e,. Se per un istante si pone 
u, = (e,— £,)((!—£,), ecc., la (5) diventa £U(' = 0; e siccome si ha pure, identi- 
camente, £ t(, = , si vede che alla (5j si puCi sostituire l'equazione 

u^* + «j* + w,* — «, «, — Mj u, — u, u, = , 

che si Bpezza sabito io 

«, + (il «, + W' «, = , M, + Iti' M, f u «, = j 

d'onde, ponendo mente alle Identitft 



si ricavano per z i valori 



' e, + (ij «1 + di' B, ' * s, -I u'^t + (•>') 



Mei caso attuale si ha, ricordando le (26), 

B,B, + w B,», + w'b,«, 1= Vj («I + "'«1 + w «»)* = 8 (a - b)» Z», 
B^ + w'bjB, + t» B,B, = Va (b, + M «t + w'bj)' = 3 (a -f b)*Z'\ 
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' (a+ò)Z' 0+6 ~ + 6^ Va+6/ ^' 

• ~ (a-i)Z ~ 0-6 a~6 \a-b/^' 

Xd modo analogo si rìtroraao le (23) uercando un ponto i , tale cbe i rap- 
porti 

«, — T », — T «( — t 

siaDO proporzionali ad 1, a, u', o pure ad 1, u', (o , esprimendo con ciò che da 
T si vedono i lati di e^Bfy sotto angoli di 120" o 60*>. PoBto 

B,— T, = 1{«,'-T,0 , «,-T, - Xw {«,'— -,') , 2,-T, =)iW'(iS,— tl')j (28) 

«,— T. = ii(B,'-T,') , »,-■:, = [ìw\b,-t,') , e,-T. = [j.tg(<;i'-T,'), (29) 

sì trova, sommando la prima o la seconda tema, e ricordando le (26), 

T, = -X(o-6)Z' , T,=:-iJi(a + 6)Z; (30) 

ma se, prima di sommare , lo (28) si moltiplicano per 1 , u , u', e le (29) per 
1 , (<t' , w , ai ottiene invece Z' = XZ , Z = iiZ'. Cosi , trovati X e ia , le (30) di- 
ventano 

'■=-(»-«?=-(»-')^-=-o+:-i-:''). 

'.=-(«+»)! = -(»+») z' = -(<+ ^4-^ ?■). 

Vogliamo aggiangere alcune osGervazioui. Il significato dì Z risolta dalle 
(25). Posto Z' = e'', si vede snbito che le anomalie eccentriche di *, , «t . »s nel- 
l'ellisse di Steiner Bono 9,9 + 120* , i? + 240', vale a dire che le perpendicolari 
condotte da «i , «j , «j all'asse focale dell'elliase di Steiner incontrano la cireon- 
Terenza descritta sa ule asse come diametro in sei punti, vertici di due trian- 
goli equilateri ; e le parallele condotte per e, , e, , s, ai raggi che vanno ai ver- 
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tici dei detti triangoli s'incontrano in due punti : 8on questi i centri isogonali 
del triangolu z^z^zy Le (28) e (39) esprimono appunto il parallelismo fra i sei 
raggi e le rette sr; e la ricerca delle radici cubiche di Z' equivale alla trise- 
zione dell'anomalia eccentrica del ponto di Steiner. Finalmente si osservi che, 
se 8i moltiplica una (28) per la corrispondente (29), si ottiene un'equazione 

(« - T,) {Z - T,) = («' - t,') iz' - T,') , 

soddisfatta nei punti e, , sj , e, , t, , t, , ed anche nell'orìgine, giacchfe 

T, Tj = (a* - 6») Z' Z'» = a* ~ ft* = 1,' t,'. 

L' equazione precedente, poiché vi manca te' , rappresenta un' Iperbole equilate- 
ra. Dunque i centri isogonali ed il baricentro d'un triangolo appartengano ad 
un' iperbole equilatera circoscritta. È questa una proprietà notissima, e l' iper- 
bole trovata porta, come si sa, il nome di Eiepert; ma le ultime osservazioni 
servono a mostrare come il procedimento qui esposto ben si adatti allo studio 
di puri fatti geometrici; e noi esortiamo I giovani lettori ad avvalersi di questi 
mezzi elementari per tentare l'interpretazione di tutta la cosi delta recente geo- 
metria del triangolo nella teoria dello cubiche binarie. 



yGoogle 



)( 37 )( 



SUL CAMBIAMENTO DKLIK yAR[ABai 



ONORATO NICCOLETTI (a Pisa). 



Noi migliori e più estesi trattati dì calcolo è completamente omesso, o ap- 
pena accennato, nella teoria del cambiamento delle variabili, il caso che, date 
nna o piti funzioni di piii variabili ìd dipendenti , si vogliano slmult Etneamente 
cambiare variabili indipendenti e funzioni. Non credo perciò inutile esporre in 
quel che segue un metodo, a mio parere, semplice ed uniforme, il quale, fon- 
dandosi unicamente sui primi teoremi della teoria delle fanzioni implicite, rag- 
giunge lo scopo richiesto. 

1. Siano n+|> (con n > ^) equazioni in 2n variabili se, , 07^ ... a;„ , yiiffi — y» 
della forma : 

(1) /((ir, , cct ... a!„ ; ff, , y, , ... yj = (» = i , 2 ... n + jj) 

e le funzioni f^ delle 2n variabili x Bd. p siano finite e continue, colle loro de- 
rivate prime in un certo campo a 2n dimensioni ed in esso campo atte a definire 
sia le X, -.. x„ e p tra le j/ (ad es. i/i>"-iyp) ^^ funzione delle rimanenti n—py, 
sia le y, ,..., lf„ 6 p tra le x (ad es. x, ... x,,) per le rimanenti n~p w: il che porta 
che BiaDO diversi da zero i due determinanti fnnzionali : 

^(MtVt-Pn'^i-Xp) ' d(a;,a:,...a;„y,...i/p) ■ 

Differenziando le (1), eì avranno allora le equazioni: 






-?Ji^^.- 
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alle quali , poiché si» X che T SOD diversi da zero , si pu6 soatitulre l' uno o 
r altro sistema eqnivaleiite : 

(2) da;,+—y. — ^^f'-f" 'W ;*r, = 0; (I=l,2...j>) 

(3) .ÌS.+ 4S3 '''^'■"''" ''■"'' ^,da,,=0; (l' = l,2-») 

(2*) ■i»i + — y ''"'■ fn-f -jA ;ds,„=0; lX = l,2...y) 

Y' "'■•! ^„dix,..J,>.v,.-Vl-,y^x^-!l,) '' 

(3>) <te, + iÈ „ '"^' ^■-^-^ 'J ,<i», = P- (! = 1,2-») 

I T ^„ d(iD,..JDt, y.a:,,.,..^^,...»,) '" 

8i supponga ora che le /"„+, , ^„+, , ... , f„+p non contengano le variabili a; : 
esse definiscono allora, poiché X è divergo da zero^ le y, ... j/p in funzione delle 
Pn-t ." Vn' l'è formnle superiori prendono allora un aspetto pitt semplice. SI ponga : 



+ 2...») 



dove le ^ bì pensino ottenute derivando colla regola delle fonzioni Implicite 
1* /'«+* = (fc = 1.2. ..;'); 8i indichi ancora con 

il determinante fnnzionale delle f,ft-fn rispetto alle j/p+i ■•■?«) *''i,t'^(, — '"'*p» 
dove per le deriTate delle ft riapetto alle y si pensino sostituite le (4). In questa 
ipotesi si avr& ; 

e, con facili ridazioni, le (2) prendono la forma: 

r^(i^,^4, 1 V r^ ±<ù:^,,^ .W=o (i=i,2...p) 
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ii = l,2...p, ; fc=j>+ 1,... , n-i 



Anche quelle tra le (3) , per le quali |i. > ;>, prendono ana forma semplici 
esse diventano : 



{[JL=J,+ !,...«). 

Affatto analogamente, supponendo che le f„^,^ , ^„+, ... f,^^^ non contengano 
le variabili y, esse definiscono le x,...a!„ in ftinzione delle aSp^,.. -a;,, e ponendo: 






^ftp ~< SXf dXp 

doTe le g—^ si pensino ottenute dalle /^„ = 0, dalle (2*) e (3*) si ottengono eoo 
notazioni analoghe alle superiori, le formule ; 
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donde in particolare : 



(5*) 



'ày^. id(a;p+i-..a!n!/,...iri-,y^n.,...yp)i ' \d{x-^^^ ... x. v, ... y^) \ 



2. Il caso ora considerato b1 presenta appunto nel problema del cambia- 
mento delle variabili. Sia data infatti in un S„ di coordinate a;, ...te, nna va- 
rietà V,„|, definita da p equazioni in esse x; ed allo coordinate x,... a;, se ne 
BOstiiniBcano delle nuove y,... j/„ con n equazioni arbitrarie. Le formule dì ira- 
efonnazìone delle coordinate e le equazioni della varietà nel nuovo o antico si- 
stema di coordinate costituiscono allora nn sistema di n-fi> equazioni colle pro- 
prietà sopra descritte. 

Le formule (5) e (5*), nelle quali per /*,,/,... /'„ si pongano le formule di 
trasfonnazione delle coordinate, sono quindi, per le derivate prime, le formulo 
più generali relative al cambiamento delle variabili. 1 due gruppi di formule 
sono naturalmente equivalenti; l'uno è inverso dell'altro. Esse esprimono le de- 
rivate delie funzioni rispetto alle variabili indipendenti in un sistema di coor- 
dinate In funzione razionale (di grado in generale uguale al minore dei due 
numeri p, n -p) delle derivate analoghe nell'altro sistema. 

Cosi ad es. qaando si abbia nello spazio 'xy z) una superficie z = z(a!!/) e 
si cambiano coordinate colle formule : 

x = x(fitif) , y = y(p^if) , z = z(pe9), 

ponendo : 

fi = x-xifi<B) , A = y-y{p8<p) . A = 2-2(p6'P) 

e peoBuido p come fanzìone di e f , si avrà : 

f^iy) d(yz) Sp djyz) dp d(zx} di ex) 9p d. sx) do 

Sx~~ djxy) d(xyì dp d{xy) cp ' cy d(xy) </(^y) 3p d{xy) óp 
di!nf) d(p(j)36 d(ip)vf d{i)>f) d(py) W d(Op) d; 



d(<fp) d(9p) d(9£) d(p^ d{ptì) dipi) 

_ d(xy) ^ djey) ^ d(az) . dp ^ _ ^(^V) <J- 'y) ^ <^=" ) . 

d(8?) d(8?) d{(^ ' a? d(4?) d(fi?) d(65) ' 

d(a;y) ^ dizy) * d(xz) d{3;j/) *" d(zi/) "*" ' d(a^) 
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3. Un processo analogo dà le formule per le derivate seconde e ancceBslTe. 
Si sappoDga infatti che le /■,■ ammettano derivate seconde rispetto alle as ed y, 

finite e continae ; e si ponga p,j = ^— ^ ; 5,, = r-^ (t|^ = l,2...j> ; fc,« = j) + \,.,.n). 

Allora le n equazioni per la trasformazione delle coordinate, le p equazioni della 
varietà e le loro p (n — p) derivate rispetto alle variabili indipendenti (nel nuovo 
antico sistema di coordinate) ed infine le (5) (o le (5*)) scritte nelle variabili 
f.* t 5ri costituiscono un sistema di n+yt2jj(n-p) equazioni nelle 2n+2^(n-j>l 
variabili x,y , p^ , 9,,; e la ricerca delle relazioni che legano le derivate secondo 
Del nuovo e antico sistema di variabili si riduce alla determinazione delle de- 
rivale delle pn rispetto alle ir^^, ... a„ in funzione delle a:,y ,q^, e delle derivato 
delle q„ rispetto alto ]/p+, — y„. E poiché le equazioni che definiscono la varietà 
e quelle che se ne hanno derivando possono riguardarsi contenere o le sole a 
8 Piti o ^« sol* tf 6 y^i é chiaro che il processo descritto al n» 2 darà due 
gruppi di formule analoghe alle (p), (5*) (e tra le quali vi saranno anche queste), 
donde si avranno le derivate (prime delle pjj, e quindi) seconde di a>, ... x, ri- 
spetto alle a;p+,...ir„ in funzione razionale delle derivale fprime delle ?„ e quindi) 
seconde di y, ... ^p rispetto alte j/p.i— j/„. E un metodo perfettamente analogo 
darà le derivale di ordine superiore. 

4. I] metodo ora indicato per ottenere le formule di trasformazione delle 
derivate seconde ba il pregio di una teorica semplicità ed uniformità: pratica- 
mente è invece forse più mite il seguenie, quantunque dedotto da principi! meno 
generali. 

Si scrivano le (&) sotto la forma : 



t*J 3^=9(i.(i».!'.0 I {l,r=l,i...p ■,k,t=p + l,...,n). 

e si differenzino. Ponendo : 

^ ' VftBp / - aaip "*" ^. dx, Bx^ ' VSff^ ; ~ ^!/^, -f» ^y. " 



{p,Ii=i>+l,...n), 



si avrà : 



4m>^'^tm4-%t'0-'-^ 
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e, ponendo per rfi/^ il suo valore tratto dalle (6) ed isolando il cocSIcient 
di da;-: 



<« k 



dif, fj 1 g'», 

y„ a-, . . . Xp^ -l 9a:t flaip 



- ('£i«ì + y y (-1,-.--. 'Jj. r ■'r.-r,-.f<.,- f.) i 



le qTiftli formalo cspnmoTio nppnnlo le derivate seconde ^ — ^ per le if:,y,g„ e 



operando in modo analogo sulle (5*) , (G*) , si hanno le ^-^ espresse per le 
^lìfrPik 6 le - — ^ . 



5. La varietà V„.p , g\k definita da p equazioni tra le coordinate ce dei suoi 
ponti, pnò invece pensarsi data in coordinate curvilinee, cioè (cambiando per 
comoditi di scrittura p in n~p e quindi la V„_p in una Vp) mediante n rela- 
zioni che esprimano lo coordinate dei suoi punti in funzione di p parametri ar- 
bitrari! M, . •. « . 

È allora evidente che essa Vp può pensarsi come proiezione suII'S, di coor- 
dinate x,...w„ di una V, d'.-ll' S^,^p di coordinate ar, ... x,, , w, ... «p. definita da 
n equazioni tra queste coordinate. Questa semplice osservazione fa vedere come 
ancho in questo caso il problema del cambiamento delle variabili , (delle coor- 
dinate cioè e dei parametri nel modo più generale possibile) o la ricerca delle 
relazioni tra le diverse derivate nel nuovo o antico sistema di variabili si ri- 
duce al caso dianzi trattato. Però, nel caso piCt comnne che bI mutino tepara- 
tamente le coordinate dell' S„ ed i parametri che individuano i punti della va- 
rietii, si può trattare il problema per via diretta e più semplice. 

Le formulo di trasformazione siano infatti: 

(9) A(i,..-a;.;y,".ffJ^O ; ?p(«,«,...Mp; (,-,...i;p) = 0, (i=l,2...»;p=l...p) 
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essondo le o) e le u lo antiche coordinato e gli antichi parametri, lo ;/ e le v 
le naoTO coordinate ed i nuovi parametri, e potendosi inoltro lo fi risolvere sia 
rispetto alle x che allo y, lo 9p sia rispetto alle u che alle ti. 
Differenziando le (9) si avrà allora: 

(10) j 

S. ??£-*«. +S'-^'<i--, = 0; (,. = 1,2. ..ri 

avendo Indicato col simbolo • le somme rispetto alle x e alle y, coli' altro S 
qaello rispetto alto m e alle v. Eliminando ora tra lo (IO) e le : 

<l>J, = V^^d«, (,.= 1,2...») 
i differenziali dy , dr, , si avranno le relazioni cercate: 

d( f,f,.-.f.) . '!(;,?.■■■; .) ^^ ^ 

rf(a:, a^ . . .a:„j d(w, u, . . . Up) * 

^ y g <"A f. ■ ■ ■ f.l ■!(?, 9 ?,) 8ffi ^„ 

^[i i" d{ir,,.,a:„_, ì/j, (ri,+i".a!B) '*(Wi—»'r-i "i^r+i-^'p) ^"r " 

e di qui ; 

fili i^«-i V Sì A fi 

avendo posto : 

' d{XfXx,.,x„) a(r,t>j...v ; 

A = dif,f,...fj _ rf'?,?i ?,1 

Affatto analogamente, considerando insieme colle (10) le altre equazioni : 
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ed eliminando I diETerenziali dx^jdu,, si otterranno le relazioni inrerse : 



("•' l?=è?.?'V.. 



SeC), 



(12*, B^ '^^'^'---^"' '^tT.'P,---?p) . 

rfO/i y* • ■ ■ y.t rf («,«,.. . Wp) ' 

B dq. fn ) d(9. 9t O 

>"■*' d(y, . . . y^_, ir» y^^, . . . y„) " d(«, . . . u,_, «^ u,^, . . , «p) 

So in particolare si cambiano i soli parametri (cioè le tale variabili indi- 
pendenti) o quindi /; = aij - j/j (i" = 1 , 2 , , . n) , si ha : 

3^ „ 1 ' d (Ti ?t ■ ■ ■ Tp) t'a'i. . 

3«, dCfi Tt ■•• 9 p) i^ d(w, . . . u,_, M, r,^, . . . fp) tv^ ' 



cambiando invece le aole funzioni, in guisa che fp^iip-»p (p = 1 ,2 ...p), sarft : 

dx^ _ 1 y d<ft A ■ . . 

J^ ~ " 'dìf\ U !:.•/»»_ T* '*(=^» ■ ■ • **-» ^7^ 



?5* _ _ 1 V d(f,U...f„) 

e '*^*+> • ■ ■ *«> 



formule ben noto. 

Rieti 14 Agosto 1900. 
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NOTA SU ALCUNE MINIME DISTANZE 



Oott. DIONISIO GAMBIOLr. 



1. Condizioni necessarie e sufficienti pel massimo e minimo di una funzione 
f(x , y) a due variahili reali. 
Si pon^a 



(1) 



•.,) = 



b'f 


ìxdy 


Sxdy 


S'f 
8j' 



che è r Hessiaoo A%\\a f{x,y); a\ sa che nel panto {x^,y^)-<!\BBLVb.via 
se è : 

(2) (SY , <0 , H, ,>0; 
ne) ponto (js^ , j/q) vi sarft an minimo se è : 

(3) frA) > , H, , 



, >0. 



2. Condizioni necessarie e sufficienti pel massimo e minimo di una fi 
f(x,y ,z) a tre variabili reali. 
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X « X 



(4) 



6V 
di- 


■c'f 
txly 


dxdy 


dy' 



Il il Jl. 

Sx iy dy* dg dz 

''f S-f 3<f 

dxds dy £z dz* 



che è I' Hessiano della fanzione f{x > y , s; , si sa che nel punto (a:^ , y^ , zj) vi 
sarà an minimo se si ha : 

l \Sx dy dz A^a^Vot'à) 

m 

1 Wì, ^ >» . H, , > , K, , > 1 

Ti Bara UB massimo Del punto (iCg , i/, , «g) se si I)a : 






Ca5o>y<.>2«) ' 



(a;o,yo,2o) 



3. Minima distanza di un punto dato da nna superficie data. 
Sìa F^{m, ,y,,Zf) il pa:itOj !f{x ,y ,z) = la saperficie; la distanza dal 
punto P da un punto qaalnnqne della anperficie data 6 : 



\l(a: - X,)* + {y~ ffi)' + (a - a,)» 



qaando ci riferiamo, come faremo in seguito, ad un sistema di aasi ortogonali. 
Ora trattasi di render minima la funzione: 



(8) 



/(x , ff , z) = 6* + 2X 9 (X , y , 2). 
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Le prime condizioni (necessarie) pel minimo Bono: 

/ (X - X,) + X 7,,' = 
(9) ! iy-¥Ì) + ^Vy' = 

\ (j! — «,) + X 9/ = , 

le qnali, eliminata rindeterminata X, nnilamente alla tf{x,y,z) = 0, forniscono 
i siatemi di valori di x,y,z, i pnnti in cui vi possono essere minimi o mas- 
simi. In tanto dalle (9) gì tia: 

(10, ?Ji^ = ?jili = In!» ^ 



Foniamo D= \'f''j. + 9'*j ■*?,"; allora abbiamo: 

calcolandosi le derivale seconde, debbono verificarsi pel minimo le altre condi- 
zioni (5) (safficienti). 

Esempio. Sia 9(0;, j/ ,z) = Aic-f-By + Ce + D = ; in questo caso le (10) 
sono: 

{cc-x,)5 _ iy-y,) ^ _ (z -z,)g S' _ 



ABC ±Va» + B' + C» 

S* _ 5' (Aa;+Bi/+Cz )-8 ■ (A3-)+ By,+Ca,) _ -ò-D-5(Aa;,+By,+CB,) _ 

±VÀHBHC« A'+BHC* " ~ A'tBSC» ' 

da cni ho : 

± Va" + B' + c 

Facilmente si Teriflcano le seconde condizioni (snSicienti) delle (5) ; dnn- 
quo Ti è nn minimo. 
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4. Mìnima distanza di un punto dato da una linea data. 

f f(x,ff.e) = 
Sia F ^ (ir, , y, , I,) il ponto; J le equazioni della linea; s! 

dovrà render minima la fanzione : 

(12) Aa5 , 1/ , «) = 8* + 2X i?(aj , y , «) + ait*(a; , ff , «). 
Le prime condizioni (necessarie) pel minimo sono ; 

/ x-w,+X<t'„ + tL^'^=0, 

(13) y - ff, + i «P'v + 1* i-'y = , 

l B - e, + >. <p', + ini-', = , 

le quali, eliminate le indoterminate X,[i, insieme aile cp(a;,y,z)=0 , ^ (cc,!/,z)=0 , 
servono a determinare i sistemi di valori dì v ,y,z (i punti), pe' quali si ha il 
massimo o il minimo. Per decidere poi se in questi punti vi è o minimo o mas- 
simo, bisogna calcolarsi le derivate seconde della (12) , e vedere se sono veri- 
ficate le seconde condizioni (sufficienti) delle (5) pel minimo. 

Esempio. Por la linea prendiamo la retta : 

(U) 2z2!=?i:iì!=i;lì"=p; 

In questo Cbso la funzione da rendersi minima è , 

le (13) sono : 

Ì{x-xi)-l + X + (i = 0, 
iy ~y,)-m-X =0, 
(« - «,)■« -V- =0, 

che unitamente alle (14) forniscono, eliminate le indeterminate X e |i , il sistema 
di valori di x ,y , t (i punti) , per cui si ha il massimo o il minimo. 
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Sommando le (IC) gì ha: 
(17) Ha: - te,) + m (y - y,) + n (s - «,) = 

e quiadi: 

(17') la; + my + n« = Ix, f my, + »»,. 

Dalle (14) e (17,' si ba: 

e dalle (14) ricaro : 

x = x„ + lp , y = !/u -un? , 6 = «a + np ; 
sostituendo qnesti valori di x ,y ,z nella espreselone di 2 ai ha : 
g. ^ (Pfw'4n») \{{x,-X,)* + (i/.-i/o)* + (g|-«u)*] -pi ^ 

Rappresentando il numeratore di questa frazione col simbolo : 

Il ir, — a;, y, - y, «, - «o 11* 

I m n 



(19) 



VII a:i - ^0 S', - !/o 
Vi» 4- m* + n» 



Ora è facile Teriflcare che sono soddisfatte le seconde condizioni (suffi- 
cienti) (6) pel minimo. 

VOI.. XSIIX. 7 
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5. Minima distanza di dae supciflcie. 

Siano 5(ic , y , a) = 0, ({«(x, I y, , 3|) =- le equazioni delle due superficie: 
la distanza di un punto qualunque della 1' da un punto qualunque della 2" b: 



(20) S = V(a; - a;,)* 4 (y - y,)» + (z - «,)» ; 
quindi la funzione da rendersi minima è : 

(21) f(x,i/ ,z,x,,s,,z,) = S* + 2iif(x,y,«}T 2[iiti(or, ,y, ,2,\ 
Le primo equazioni di condizione (necessarie) pel minimo sono : 

Ìoc - a, -t Xip'jj = 05, — a; + V-^'^, =■ 

y - y. + ^9'„ = Vi - y + v-'^'^, = o 

2 - a, + ),9't :^0 e, - z + ^^^^ = , 

le quali , eliminate le indeterminate X e [i , unitamente alle 9 (a; , y , «) = , 
•l* i^t j ì/i j "1) = 1 forniscono l sistomi dì valori di w ,y ,tt , ce, ,1/1, z, pe' quali 
vi 6 minimo massimo. 

Dalle (22) sì ba facilmente : 

S» = X' (?V -I- ?;• 1 ?'.») = ji» {^\ + .l,'»„^ + ^.«,^ ) ; 

d' onde ; 

(23) \= ^ "- ; ii = — , ^ ^ 

± v/?',' + ¥'„' + 9'.' ± V(I-",, 4 Y\^ + *'*., 

che si sostituiscono nelle (22). 

Indi si calcolano le derivato seconde della (21), e si vede se sono soddi- 
sfatte lo seconde condizioni (sufficienti) delle (C) pel minimo. 

Etempio. Sia 

9(a; , y , ^) = Aa! + By + Cz 4 D = , ^(jc, , y, , a,) = oc,' + y," + z,* - r* = ; 

onde si ha da render minima la funziono : 

{21') f(,x,y,z , a3,,yn«.) = 3'+2X(Aa:+By+Ca f D) -h IJ-CiTi'+yiHB,*'!-). 
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Le prime equazioni di condizione (necessarie) pel minimo sono: 

f3->'ì ^ «-a-, + XA = y -j,,+XB = z - z, 4 ).C=0 

( « - ». - lU^t = p - t/t - TO, = « — 8, - (i«, = ; 
ed abbiamo per le (23) : 



(280 ^ - ^ ... 8 



e quindi ho : 



(24) 



± \/a' + B" + C' ' ± '■ ' 



- SA aj. 5 

j! - a;, = = ^!_ 

± v/A> + B' + C' '• 
, - ÒB 1/, 3 

' v-y,= — : = ^!^ , 

± Va' + b' + c •• 

_ -5C _ «1 3 . 



± \/a' + B' + c 

Dalle (24) sì ricava facilmente ; 



(25) X, = — -—- , y, 



± VASB'tC ± VA=+Ì=+C' ' ' ± VA>+B'+0' ' 

e moltiplicando le (24) rispettivamente per A , B , C e sommandole membro a 
membro sì ha : 

-D-A»:.-B..-C.,= :J< ^'tg^') , 
± VA'hB'tC" 



(26) S = Aa!,+Byi+C»,tD 



± \/A'+B'tC' ± VA'+B'+C 

si calcolano poi le derivate seconde delia (21 'ì e si vede se sono veriUcatc le 
condizioni seconde (suiBcienti) delle (6) pel minimo. 
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6. Uintma distanza di due lìnee date. 
Siano : 



(27) 



9(a:,y ,2) = 



(28) 






le equazioni dello due linee; si rappresenti al solito con S la distanza di due 
punti qualunque di queste due linee; allora si avrà da renderò minima la fun- 
zione : 

(28) f{x,y,z,x„y„Xt) = Ì*+2\<f{x,y,z) v2]L^{x,y,s) f 2)5?,(a!,,y„z,) i-Sol, (x„y„«,). 

Le prime equazioni di condizione (necessarie) pel minimo sono : 

( a; - X, + Xf'^ + inl/'i = x,~x + ))?',„,, + c^',^^ = 



(29) j 1/ -yi+'^ì'y + V-Vy = 

e —2, +Xif\ + IJ-l'i = 

dalle quali si ha : 

(E - X, 9'^ ll/'j, 

(30) y-vi f'v *'v 



2| - 2 + Ii?',,j + C4''ii =0 



(3IJ 



» - 2| ?'u, fu, 



elio unitamente all'equazioni (27) e (28) forniscono i sistemi di valori di x, y, z, 
^ijyti^i; pe' quali si ha il minimo od il massimo. Indi si vede se sono verifi- 
cute le condizioni seconde (sufBcienti) delle (6) pel minimo. 

Esempio 1.° Minima distanza di due rette date nello spazio. 
Siano : 



(31) 
(32) 



- y»'^* _ 2, — e. 
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lo equazioni delle due retto; si dorrà rendere mìnima la fanzione : 

(33) f{x, ,!/,,«, , a^ , y, , 2,1 

Vi, m, / ' \ i, m, / \ (, m, / 

Le prime equazioni di condizione (necessarie) pel minimo sono : 

Ì(x, - ir,) 2, + X + (1 = (x, - a;,) ^1 + 1] + o = 

(Pi - y») w»! - *■ =0 (y» - Vi ) m» - >1 =0 

(«, -«.)«, -jJi =0 (a, -z,)n, -0 = 0; 



d'onde: 




(S5) 1, (X, - oj + «., (J, - y,) + n, (», 


-.,)=0, 


(36) i, (i, - IT,) + «, (j, - y,) + », (z, 


-'■)=0, 


dalle qaali bI ha; 




, ».-«'. ».-». «.-'. 


l 


("' ™, ™. «, », l, l, j 
», n, 1,1, m, 1», V 


l, .., », 1 ■ 


e da qneste si trae X, - a:, , y, - y, , 2, — z,. 
Dalle (31) , (32) ai ha : 





ar, = a, + l^ p, ; j/, = ft, + m, p, ; «,=«, + n, p, ; 

OPt = a, + l, p, ; y, = 6, + DI, p, ; », = e, + n, p, ; 
l' onde : 

!aj, - a;, = (a, - a, ) + (/, p, - Z, p,i , 
!/i - y. = (ft. - 6. ) + (m, p, - m, p,) , 
»,-«,= (e, - e, ) f (n, p, — n, p,) ; 
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(X, - a?,)' = (T, -ir,) ■ (x,- !t,) = |(a,-o,) +{!,P,- i,p,)] ■ ■ 



ed analoj^ainente : 



<!/. - !/■)' = K'i - M + ("r Pi - l'i P.'l ■ 



(., - ^)« = ((e, - e,) h(n,(., -»,|>,11- 



L^ I, 



\\ tt ffl, Hi II 



I 'i h 






sommando queste tre ultime membro a membro e dividendo per S si ha : 
(o,-o,)+(Ì,?,~i,?,) (bi-i»t)i-.C»»iP,-m,?,) Cc,-c,) + (»,p,-n,p,) 






189) 



a, - o, f^i — l>t 



wr 



Facilmente si verificano le seconde condizioni (Bufficienti) della (6) pel minimo. 
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Esempio 2°. Condurre per un pnnto dato la retta più corta fra due curve 
piane date. 

Soìuz. Siano i^ix, ,y,) = , ^(o:.,,y,) = lo equazioni delle due curvo 
date; sia P^ix^.y^) il punto dato; l'equazione della retta che passa pel dne 
paoli (a:, , y,) , {cCt , j/,) delle due curvo k : 



(40) 



(loTendo questa retta passare pel punto (a^o 



(41) 



3-. 



y^), allora la (40) diviene: 



Adunque si ti'alta di rendere minima ta funzione : 

(42) ficc, ,y, , Tt, y») = 5» + 2X (f (a:, , y,) + 2v.^ (a:, , y^) + ^1 , 

ove al solito è 



3 - -Jix, - a-,)- + y, - ff»)' 
Le prime equazioni di condizione (necessarie) pel minimo sono ; 
/ 9' ^ + 0-11 + fy» - So) >i + (.se, - aj») = 



(42) 



I 9' -X + 0-}i> (Xo - a;,) J] + (y, - y») = 

IO-X + tl-' I* + (i/o -y,)ii + (x,-a',) = 
0-X + i^' Il + (X, - (Co) >l + (y, - i/,) = ! 
da coi, eliminando le indeterminate X , [j., )) si ha : 



(43) 



Vi ~Vtt 3!, - Xt 

so,, - oc, y, - yi 
a^ - a:o y» - Vi 
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Lo equazioni dello normali alle curve date nei punti i^t'tfi) > i'^til/i' ed alla 

retta (40) nel punto (x^ , i/g) Bono : 

, ,' X-ij'Y + (9' ic, - il-' y,)=0 



(44) *V,X-*'^^Y + (f^^a;,-y^ì,.)=0 

1 (ic, - X,} X + (j/, - y,l Y - [(ic, - Xt) Xt-(j/,- Vt) Vai = 0. 

Se queste tre rette passano per uno eteeso punto (X,Y), il risaltante dello loro 
equazioni deve e&eere nnllo, cioè si deve avere : 



(45) 



(f.. 



- 9' a;, - +' y,) 



(X, - (t») 1.1/, - y»i [(x, - X,) a, - V, - v,) yj 



■ Ora sviluppando 1 due determinanti (43) e (45^ si perviene allo stesso ri- 
sultato-, dunque: « Le normali alla estremiti della retta minima ricbiesta deb- 
bono incontrare nello stesso ponto la perpendicolare a qaesta retta, condotta 
pel ponto dato ». 

Calcolando le derivate seconde della (42) sì vede che lo seconde condizioni 
(sofBcienti) delle (3; pel minimo sono soddisfatte. 



8. Porremo termine a questa nota con alcuni esercizi importanti : 
Esempio 1". Calcolare la lunghezza del cammino più breve, che va da un 

punto dato ad un altro panto dato, passando per un punto di ana retta data, 

che giace nello etesso piano coi due punti dati. 

Soluz. La retta data sia l'asse delle ascisse, cioè y = 0; siano P, ^(x,,^,), 

Pj ^ (ìTt , j/i) i punti dati -, la funzione da rendersi minima è : 



(«) nx,y)= 'Jlx-x,)*+ 2/,*+\/(x-ic,)» + y,» + Xj/. 

Le prime equazioni di condizione (necessarie) delle (4) pel minimo sono : 



(47) 



\'{x-x,)* + J/,* "Jix-CCt)^ + 



= + X = 



Vt + fft ' 
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quindi : 










(«) 


X - 


(aì,-<t,>y, 


» 


X ' c 



{tr, - xj yt 
y. + V» 

(«) S = V(x, - a!,y + (y, + y^' , 

ehe «i u ewftroh» facilmente, essendo S l'ipotenusa di on triangolo rettangolo 
di cateti x, - oc, , y, + y, ecc. 

L'HessIano della funzione (46) nel pnnlo ( ?Ì' y* ~" ^ ^-' , J è: 

2 <y.' - g,'} t (jB. - !«»>' - (y. - y»)' ] ^ q 
yiy*((a'i-a*i)* + {yi-yi? 



pre flcegfliere ViSj/ti secondo che è (Xt — tc^* — (y, — y»)* 3 ecc. 

JEEvercisfo 2^, Alla retta dell'esercizio 1" si sostitnisca il piano, che non con- 
tenga i ponti dati. 

Solue. Si assame per asse delle x la retta che passa pel due punti dati ; 
allora si AWk da render minima la funzione : 



(50) fix,ì/,t)= i/(«-«.)*+y,*+«,V V(a:-a:OHy,»+V+^(Afl!+B!/+C«(«+D). 

Le prime equazioni di condizione (necessarie) delle (4) pel minimo sono : 



: ± XA = 



\ V(aì-w,j'+y,*+»,* V(a3-a,)»+y,«+«:j» ' 

(51) f XB = 

d' onde : 

X = 0; 

e quindi si ha facilmente dalla 1* delle (51) : 

< gtVy.' + z.' -g| Vy.Hzt' 

(52) w = — . -. — , 

vyt* + «,* f vyi* + V 

VOL. XSXIX. 
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che «ostitnisco nella espressione : 

(53) 3 = ■y(x-a!,)* + i/,'-tz,*+ V(5c-<c,)* + y,*+V- 

Sa si sceglie invece per piano delle (a: , y) 11 piano dato, allora la funzione da 
rendersi niioìma è : 



(50) /•^,y,«)= \/Cx-a;,)M{y-j/,}'+z,'+ ^/(a;-a;»)f(y-y,)'+V + « i 

5 quindi per le ((Jl) si hanno : 

/ ac-sci x-Xt _ f. 



(61) 



V^o;-a;,)'t(y-y,)*+z,* V(a5-a;,)*+(y-!'i)*+z, 



y-Vi y-Vt 



X = 



dalie dne primo delle (fil) ho : 






da cai si ottiene facilmente : 







quindi Ilo : 




(52)' 


v,-y. 



che BOBtitaÌBCO nella : 



(53)' S = V(qj-(r,)»+(ff-y,)'+z,* f ^'(x-£^,)'^-(y-y,)*t*l*- 

Ora si debbono veriflijare le condizioni seconde delle (4j (auiSoienti) pel mì- 
nimo ecc. 
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Esercizio S". Alla retta dell'esercizio 1° si sostiluiscn il cerchio. 

Soluz. Si assorne per asse delle x la retta che passa per qdo dei duo pnnti 
dati e sia x^ -i- y* — r* =0 l'equazione del cerchio dato ; si avrà da render mi- 
nìma la funzione : 



f(x,v)= \'(a; - X,)* + y* -t- \/(a!-ic,)»+ {y - Vx? + -^'i-ix'^ ^ y*- - r') , 



Le prime equazioni dì condizioni (necessarie) delle (4) pel utinimo sono : 

-Xx -0 



\ ^r* — iai,x + ce,* -Jr' — 2Xj X - 2ì/, j f yi 
(55) 



(56) 



\ ^s^ - 23P,x-2y,y + y," 

si ha facilmente: 

ly^x - x^yt' - X,* y* 



^r^^^ ~i-y = 0, 



2{x, - Xt)X - 2y, V + y,* - x^* r» - 2x,X f X,* ' 



che è un'equazione di 3" grado in x ed y, la quale unitamente all'equazione 
a;' -1- y* - r* = 0, fornirà ì siatemi di valori di a? od y pe' quali si ha il minimo 
od il massimo. 

Calcolando le derivate seconde della (64) si vedrà se sono verificate le altre 
condizioni (sufficienti) pel minimo ecc. 

Esercizio i". Sostituire alla retta dell'esercizio l" una sfera, che non passa 
pei punti dati. 

Soluz. Prendendo per plano delle (se ,y) quello determinato dal centro della 
sfera e dai due punti dati, si ricade nell'esercizio 3". 

Esercizio 5*. L'esercizio 1" quando la retta daia è nello spazio. 

Soluz. Si assume la retta data per asse delle ce; allora le sue equazioni sono 
y =. z = ; e siano P, = (x, , y, , z,) , P, = (a;, , y^ , «,) l punti dati ; la funzione 
da rendersi minima è : 

(57) f{x,y,z)= \/.jc-x,)'+y,'+2,"» + V(x^i)*ty,'+z,» [+ i.y + y.z 
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le prioio cquiizionl di coudiziuno (necessarie) pel minimo sono : 



p — a;. 



- = 



l V(X - X,)' + V,* + z,* >J{X - «,)* + Vt* + »t* 

(58) j X = 

1 pi = 0; 

da cui si ha facilmente : 

(69) X = ' , , 'r^^-=^-\ 

e qnindi : 

(60) a?-a!,= — ^ — , -- — ^ , 1/ -!/,= -,-^-=:= — , , . 

vi/i + z, f Vvi* + z,' vt/,*+ z,' + vi/j + «t 

che sostitnlsco nella 

S= ^{x- X,)* + y,* + ■,*+ i/(<r - ac,)' + Vj» + z»* ecc. 

Si verifica che pel valore trovato per x si ha : 

r.">o- 

Costruzione. Le (60) forniscono ti mezzo per costraire il caminino richiesto. 
Infalti: sia P,'Pj'=a?,-a, la prolezione di P,P, sull'asse delle x, ed X^(a',0,0) 
il pnnio del segmento P,'Pj' domandato, cioè che determina il cammini» P,XP,; 
le (60) dicono die il ponto X si ottiene dividendo P,'Pt' in parti proporzionnli 
alle distanze P, B, , P, R, dei punti dfttl P, , P, della rotta data, come del resto 
si sapeva dalla geometria elementare. 

Sfilano Marzo 1901. 
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1 SISTEMI TRIPLI ORTOGONALI 

LE CUI SDPEKnCIE SONO TUTTE A CURVATURA TOTALE COSTANTE 
NOTA 



Dott. LUIGI CARNERA 
Assistente al B. Osserratorìo Astronomico di Hsidalbsrg. 



Col presente I»7oro mi sodo propoeto di esaurire la ricerca dei sistemi tripli 
onogooati le cni superficie coetttaenti sono tutte a curvatura totale costante. 
Considero perciò dapprima il caso In cai uno dei sistemi sia composto uuica- 
luentB di saperfloie a curvatura nulla, e trovo oltre ai tipi ben noti costituiti da 
piani, cilindri, coni e sfere, anche quelli composti da un fascio di piani, dì ub 
sistema di sfere o deformate sferiche « da uno di pseudosfere o da altre superflcl 
psendosferiche di rotazione. Indi dimostro che se in un sistema triplo ortogonale 
tatte le saperflci sono a curvatura costante diversa dallo zero, questa non può 
variare per qaelle appartenenti allo stesso sistema, e basandomi su questo teo- 
rema trovo che l'unico sistema triplo del caso 6 quello trovato dal Prof. Luigi 
Biancbi, composto di tre serie di elicoidi. 

1. Le saperficl a curvatura totale nulla essendo i piani e le sviluppabili, in- 
cominciamo a supporre che il sistema di superllci a curvatura nulla , che vo- 
gliamo faccia parte del sistema triplo sia composto dì piani , allora potendo 
questi o inviluppare una sviluppabile o costituire un fascio, consideriamo sepa- 
ratamente i varii casi. 

Se il sistema di plani Inviluppa una sviluppabile, allora per un teorema di 
G. Darboux (•) si sa che il sistema triplo ortogonale piti generale si può otte- 



(*) G. Darboux - Lefons sur le système orthogonanz et les cordonnées curvì- 
Ugnes. Tome I. Paris 1898, pag. 27. 
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nere, descdvendo su uno di essi un doppio sistema di lineo fra loro ortogonali 
e poi facendolo rotolare sulla Buperficc sviluppabile: le superaci luogo di quel 
doppio sistema di Ihiee costituiscono le due nltorìorì ffimiglie di Lamé, che 
evidentemente sono delle supcrflci modanate di Monge, anzi le piti generali 
poeeilHli, ma non essendo esse a curvatura totale costante, i sistemi che in tal 
modo si potranno ottenere non saranno del tipo da noi voluto. Se invece 1 piani 
costituiscono nu fascio, se l'asse sarà a distanza infinita, per avere il sistema 
triplo basterà descrivere su uno di essi un doppio sistema di linee ortogonali, 
e considerare queste come traccie di un doppio sistema di cilindri con le ge- 
neratrici perpendicolari al sistema di piani. .Questi sistemi naturalmente sono 
del tipo cercato, e casi particolari sono quelli In cui o tutti i sistemi di cilindri 
uno solo degenera in sistemi di piani, nel primo caso dando luogo a tre si- 
stemi dì piani, come sì hanno per le coordinate cartesiane, nel secondo ad un 
sistema dì cilindri di rotazione concentrici, il cui asse è sosteguo di uu fascio 
di piani, olire al sistema di piaui paralleli e normali all'asse dei cilindri. Se 
invece ì plani costituiscono un fascio con l'asse a distanza Unita, gli altri due 
sistemi di auperfìci saranno superfici di rotazioni intorno a, quell'asse. So uno dì 
questi sistemi 6 di cilindri, l'altro si è visto esser di piani; se uno è di coni a 
vertice fisso ed apertura vatiabilo , l'altro è di sfere aventi tutte il centro nel 
vellico dei coni, se infine uno è dì coni di apertura costante , ma vertice va- 
riabile, l'altro 6 pure di coni ad apertura costante e vertice variabile^ le gene- 
ratrici loro essendo normali, e lutti questi diversi tipi saranno della natura vo- 
luta dA noi. Ma con ciò questo caso non b ancora completamento discusso po- 
tendo avvenire che i due siotemi dì superfice di rotazione sieno a curvatura 
costante ma diversa dallo zero, converrà perciò eseguire la ricerca analitica 
completa. Un sistema triplo contenente due sistemi di saperficì di rotazione in- 
torno al medesimo asse, e da nn fascio di piani avente quello per sostegno, si 
può generare facendo niotare intorno a quell'asse, «n piano evi quale sia de- 
Bcriito un doppio sistema di linee ortogonali. Se l'asse è quello dello e, e nel 
piano originario xz l'equazione di quel doppio sistema di linee à 

le due fuiizioni saranno legate, per l'ortògonalitii delle linee stesse, dalla ro- 
lazìoiiè : 

1^ + ^111=9 " (1) 

mentre il sistema triplo ortogonale sarà definito dall'equazioni : 

a; ^ ^ u ,v) cos w j» = ? (u , u) sin w s = <^(u,v) 
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e l'elemento lineare dello spazio riferito ad esso prenderà la forma 

de* = H,' dw* + Ht* dp' + H,* du.» (2) 

essendo «Ila lor volta: 

Ora per In proprietà fondamentali di questi coefBcienti H^ (i = 1 , 2 , 3), ossi 
dovranno soddisfare alle equazioni di Lainè (') , elio però non dipendendo essi 
dalla terza variabile w, come risulta dalle relazioni (3), prendono la seguente 
forma più semplice: 



i. ri «Jii 

Sv Ih, av J 



H, 


5; 


n. 


1 8H, 


8H, 


v 


T 


^+H, 9,r 


8. 


+ 


8 
t 


OH, 


8H, 


:0 


+ 


1 


i Su 
8H, 


8H, 





+ 


m 


i 3,> 


-7:— = 






w 



i fi- ?S>' 

(ti Lh, hi J 

Indichiamo ora con r, ed j-, le curvature totali delle supcrflci m = cost. o 
e = cost. , e e per ipotesi dovrà essere la prima runzìoue delia sola u e la se- 
conda della V , mentre per le formolo generali avremo : 

- 1 aH, 8Hj _ 1 8H. 8H. 

'' ~ H,' H, H, 3» 8» '' ~ H, H," H, 80 So ' ' 

che per lo (3) si potranno anclie scrivere: 

■ LVsk/ ■^ve»/ JLVso/ Vat)' J'"s» Ibb ani» a^ aia»i 

, rC?iV*C?*Vlf(''iVj.('?*ì'l = -'»{" Zl.'* 8'4' "1 
■Ha»/ ■^Va»^ JLVso/ \So,' J» -Sotti. 8.180 ia a.ai,) 



("J Per queste ed altre formole generali si veda p. e. il c;ipitolo sui sistemi 
tripli ortogonali, nelle « Lezioei di geometria differenziale » de] prof. Luigi Bianciiì. 
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Ora dalle due ultime equazioni (i) bI ha per le ^2) e le (5) 

e dividendo la prima di qaeste per 

dv 
e la secondii per 



vremo; 

'" A f -i" 1 + r,, ?? =, 

'"- A f ^' 1 + r.,!? = 

rvero anche : 



(G) 
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da cni, integrKiido, bì ba: 

Wc/" /a?»' /a*,' ' ^»"' (i±\' (i*V 

Veu/ "''vao' Va»/ ''''■iJ 

ove a e 6 indlc&DO dne funzioni arbitrarie, la prima deila sola u e la secoDda 
della sola v. Dalle (7), togliendo 1 denominatori, sì ha pure : 

(iy('-«-.«=(^!)v-n,-, 

e, servendoBi della (1), 8Ì trova subito dover essere : 

6 — r, 9' 1 — a + r, 9* 

1 — ft + r, ^» a - r, <p* 

e quindi anche : 1 _ (a + 5) + (r, + r,) 9» = (8) 

e perciò, o B&rh questa relazione nD'identità essendo : 

+ 6-1=0 ed r, + r, = 

e quindi a ,b,r, ed r, delle costanti, ovvero si avr& : 

, a+b-l 

Consideriamo dapprima il caso in cui si abbia appunto 
a + b = l ed r, + r, = 0. 

Seguirà allora dalle (7) sommando: 

VII» XXXIX. 9 
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si avrà per le (7), supposto r, = — r, = 1, con la quKl cosa non sì altera li 
generalità : 

9» 13 a — sen^bi = cosV — b (11) 

e quindi : 



2? _ - Ben u cos w Sw 3? _ — sen u cos la Sta 



ed avendosi per le (7') : 



(12) 



-r- COS w = T 5"^ sen w 



per lo (12i ai avrà : 

d^ sen'u tw t'^ ^ cos* iti $a , 

^a — sen w ^a — sen w 

Ora, se si introducono qucslì valori nelle duo equazioni di condizione (5"), 
si vede subito olio si conducono ad una sola, che prende la forma : 

3'w sen w cos w 3io 9i.> 



(') La medesima equazione si ottiene scrivendo la condieione d'integrabilità 
delle (12') : 

£ / aen'to éuX 9 / cos*w ^'^"\_n 



,y Google 



)( «' )( 

e che, integrata, ci ók immediatamente: 






essendo U e Y due certe funzioni arbitrarie una delta sola 11 e l'altra della sola 
V. Distinguiamo ora, per poter procedere iiclia diseussioiie, i tre caiìi sc^^ucnli a 



£ < 1 ì avremo allora : 



— == VI -K»86n»(. 



Vi - K* scn'to = d,i T 



<) = caT e Ben<o = eaT e quindi, derivando 1 



Sw U , . ó 

C03 w ;,— = cn 1 ;= da T = an I cn 1 7; 

Su K .9 



dbt V , , in 

a T— = cm ■= dn I = dn T cn T z- 

dv K fiv 



e qaìndi essendo : 



?1 U 



ne seguirà t = j jXJdii -yJY dot^ 



ove e indica la costante d'integrazione, ovvero col seguente cambiamento dì 
variabili : 

si avrii anche t = «, + w, + e. Dalle (i2') si ha poi : 
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coll'accennato cambiamento di variabili : 






ove Z (t) è la funzione ellittica di Jaoobi, ed E e E le note costanti della teoria 
delle fnnzionl ellittiche; mentre contemporaneamente si ha 



(15) 



Queste due forinole ora ci definiscono nna doppia infinità di snperflci, co- 
stituenti dae famiglie i^'a loro ortogonali, e di coi le v=:cost sono pseadosfe- 
riche di rotazione di tipo iperbolico, mentre le u = cost. sono deformate sferiche 
costitnite da una zona limitata a dac paralleli minimi di regresso , che si pos- 
sono immaginare generate spostando una di esse parallelamente a sé stessa 
lango l'asso dì rotazione. 

Se a=^l, prendendo in luogo di (o l'angolo ano complementare u, , avremo: 

dii cOB*w, Via, Ei ^ dbt, 

t» = 8en»w, , 5^ = ± T^ ^ - T sen (I), -7- 

ou sen w, ou av ov 



o dalle (18) 

^ = U sen (df ^* =t V sen w, 



Su ' 



e fatto il solito cambiamento di variabili ponendo 



e quindi anche 
9u, 



fu, 



= ± ftOi* u, F~ = ^ '®"* 0), = T 1 ± cos* 0), 
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ed integrando : 



Queste forinole ci definiscono ana doppia infinità di saperfici, anaioga alla 
precedente, in cai però ie v, = cost. Bono delio pseudoefere, mentre le u, = cost. 
sono delie sfere, tatto dello stesso raggio ed 11 laogo dei cai centri è l'asse di 
rotazione. 

Veniamo infine al caso in coi sia a<l. Foniamo allora a=K* ed a-8eTi'w=K*on'T, 
indicando con t una certa funzione di u,v\ avremo per le relazioni che pas- 
sano fra le funzioni ellittiche di Legendre : 



e derivando p. e. qnest'altima : 

- Bon u -— = — Ben w U ■ K cn t = - K* sn t cn t — 

du Su 

tu « «. „. ^ 

— tenw s- = - sen w V'KcnT= - K'snTonT^- 

Bv dv 

per cnl evidentemente 

|i = U |^ = V e quindi t = jv du-i- (y dv + e, 

e fatto il cambiamento di variabili ponendo : 

I U du = U| ed j V dv = v, avremo t= Wj + t), +c- 

Introducendo allora questi valori, dalle (12') si avrà : 

ed integrrando: 

■> = Ti.±K'|ni"TiiT = TB,±[jT-Z(t)j 
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essendo <p=Kcnt. Qacste forinole si definiscono ancora ana doppia infinità di 
snperflci analoga alle precedenti in cni però le v, = cost. sono snperfici pseudo- 
sfèriche di rotazione di tipo ellittico, mentre le m, = cost. sono deformate sfe- 
riche a forma di fuso : ed il sistema si può ancora immaginare generato nel 
solito modo, facendo cioè enbire ad una di esse una traslazione secondo l'asse 
di rotazione. 

Riforniamo ora al caso generale, in cui cioè la (8j non sii» identicanionic 
Eoddistatta. Dalle (5) allora tenendo conto delle (7) avremo: 

(SifV / d'f'^* dtp 

'*'''' (ft-r,^')'(a-7-,<;*>~3u' do d^fv ^dv) ~a-r,if* \a-r~^*' 

^3u' \dv/ _ Sv l „t? ó*y /Sif\* * ° *^(u ] 



9w dv cf ' ru du do 8^ " 911 



ovvero anche, togliendo i denominatori e raccogliendo le derivate di 9 : 



! («-'•,?*)('-|-2»-0 - (6-»-,<p')(r,-2r,) 



e moltiplicando tutto per 9 ed introducendo poi i valori per le derivate di <}' 
che si banno dalla (9), si ba togliendo i denominatori: 

|a'(r,+r,)-(a+6-l)r,'iift'(r,-fr.)-{a+6-l)r,'il(r,-2r,}(a-r,T»)-(r.-2r.)(6-r,.fM = 

i[6'(r,+r.ì-Cfl-|-6-l)r,']C&-r,-f*)(a'-r,V)-Ia'(r,tr,)-(a+6-l)r,'](a-r,<|.»(6'-r;<F»)t 

(r, + r,)« 
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ed introducendo ora infine il valore di <f 6i ricava : 

la'(r,+''O-(*i+6-l)r,'|16'(r,+»-,W(«+'>-»'-i'iiO'.-ar,ì[a(f,+',ì-J-,(«+6-10- 

-(r,-2r,ì[6(r,+r,(a(-fc-l)li=]a'K+r,ì^(ah6-l)j-/il6'(r,hr,)-(«f6-l),V| 

lK*-,+'-sì-r,(a-(-6-l-ia(r,+rOi»-,{flt6-l)il(r,+r,)| 

ed infine : 

la'(r,+r.)-(a+-6-l)r,'i[6'Cr,+r,)-(o+6-l)r,'it[6(r,4-r0-r,(a+6-l)](2r,-f,- 

-[a(j-,+»-,)-r,{a+fc-l)l(:ir,-r,)!=0. 

Ora i due primi fattori non pOBBono essere nulli, che sarebbero tali lo deri- 
vate parziali di o e quindi t^^^cost., il che è asBurdo, dovrà dunque essere nullo 
il terzo fattore, cioè, eseguite le ridazioni si dovrà avere : 

[fc)-,-r»(a-l]C2r,-r.) = [ar.-r,(6-l)](2r,-r,) 

ed eseguendo i prodotti ed eseguendo le riduzioni del caso : 

r,r, (> — a V + 2 r,* = a r,r, - 6 r,' + 2 r,* (17j 

anche : 

2-a 2-6 

6 + r, = a + r, — 

r, r, 

e derivando rapporto ad u : 

e dividendo tutto per r, , che è -f- e derivando rapporto a v. 

quindi indicando con e una costante dovrà essere : a'=rf'-c ed anche a^ cr, + e,, 
essendo e, nn'nltra costante, e conteniporanoamentc 
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Introdncendo ora questi Talori nella (17) al ha : 

r,r,(2+cr,-c»0 + r.»(2-c,-cr,) - r,r-,(c,+cr,) + riVj'i-CiV) 

ed esegaendo i prodotti e ridacendo e dividendo tutto per r^: 

(2 - e) r, - 2 r,c + r^* r,c, + r,(2 - e,) - e» r,» = 

e derivando rapporto a v : 

Ct r,* r,' + r,' {2 - e,) - 2 e, r, r,' = 

che, non potendo essere identicamente nnlla non essendo r^ i= coat., e quindi r\ 

dovendo essere -[= 0, porta dover essere e, = e 2 = e, cioè doversi avere : 

3 - c{r, + r,) 
a = 2 ~ cr, ft = 2 - cr, e qaind! 9* = — — — — — (17) 

r, +r, 

Ciò posto, essendo 

H. ^^^' H.. (-^" e. H. . 
il, = , Hj' = ed Hj = f ^ 

ìntrodacendo il valore di 9 trovato Bi avrà: 

H.^i. !V^ H.>=- '-i^ 

' 4 [3-c(r,+r,.](r,+.-,)'(2r,-r,) ^ 4 [3-c{i;-trMr,+r,)\}r,-r,t 

e qaindi ; 

H,' H,' H," 



I..H..H. = »1. 



■ 16 (3 - c(r, + r,)J (r, + i-,)'(2r, + r^(2r, - r,) 
inoltre, essendo : 



8H,' 

a» 



„ 2r,'(.-|+r.)[3-cfr,t.r.)](2r,-r,)-er/(.-,+r,l'(2r,-.-,)-r.'[3-<r,+r,)l(r,+r,) 
' l'-,+>-,in3-«('-,+'-,)l'(2'-,-r,)" 



Su (r, + r,)' 

avremo per la prima delle (5) dividendo tutto per [5-c{r,+T^)\(r,-H-t)*{2r,~r,y, 

81 r, r,"r," _ 
16 (2r, - r,) ~ 

„?!,,.,, 2[3-e(r,+r,l](2r,-r,) - c(r.+f,)(2r,-r,) - t3-o(r, >r,)l(r, +r,) 
* ' ' l3-«h+r,)l(2r,-r,) 
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lerando i fattori comuni r,'* ed r,** che sono =|=0 non potendo essere r, ed 
r, delle costanti, e ridncendo intera l'equazione sì ottiene : 

81Icr,» - 2cr,*r,-6r,»-2cr,»-,»+r,*r|+6i-,r,i = 108i8cr,<+5V— 10r,»•,Hcr|V-6c^,V,— 
-18r,»-9r^*+27r,J•,|. 

Ora, questa, legando tru di loro con eqaazlone algebrica le dae funzioni r, 
ed rj una della sola u ed nna della aula v, non può snesiBtere se non è an'iden- 
liti, ora confrontando 1 coefficienti p. e. di r/ ed r/ si vede non poter esser 
questo possibile, che oltre ad essere c = 0, dovrebbe essere pure 108-S = 0, 
dunque sarà impossibile soddisfare alle condizioni volute assumendo <f* nella 
forma data dalla (17), e quindi anche nella forma data dalla (9) da cui quella 
ai è dedotta necessariamente. 

Concludendo quindi possiamo dire che sistemi tripli con due famiglie di sti- 
perflci dì rotazione a curvatura costante non ne esistono allinfuori dei tre tipi 
trovati. 

Per esaurire queste prime ricerche rimane quindi da considerare il caso in 
cui uno dei siatemi sia costituito da superaci sviluppabili, avendo perà esse uno 
dei sistemi di lìnee di curvatura composto esclusivamente da linee rette, ci dovr& 
essere nel sistema triplo un altro sistema di superflci aventi per linee di cur- 
vatura delie rette : cioè, o dovrà eaeere costituito di piani, ovvero da superficl 
svitnppabili. Il primo caso k gìk stato considerato , rimane quindi il secondo 
solamente. Per esso le Buperflci del terzo sistema dovranno avere per linee di 
curvatura le normali ai sistemi di rette delle sviluppabili , ed i due raggi di 
curvatura misurati su quelle linee stesse eubiranno una variazione costante nel 
passare da una superficie alla snccessiva. Be allora su duo snporflci S ed S' , 
iu due punti K ed U' trovantisi sulla stessa retta, 1 raggi di curvatura sono r, 
ed r^ ; r, 4 S, ed r, + S^ , essendo 8, e 5, gli aamenti costanti che sublecono 
costantemente i raggi di S per darci quelli di S' in ogni suo punto , dovendo 
essere, per le ipotesi nostre: r,-r,= C08t. , (r, <- 8,)(r, + 6,)= cost. ne so- 
pirà essere r, ed r, costanti , e quindi le anperflcl S delle sfere. In qnesto 
caso dunque 1 sistemi tripli volntì da noi saranno costituiti da un sistema di 
sfere concentriche fra di toro, e da un doppio sistema di superfloi sviluppabili 
che si ottengono proiettando dal centro comune un doppio sistema di linee fra 
di loro ortogonali descritto su una delle sfere. 

2. Procedendo ora nella nostra discussione supponiamo che li sistema si 

componga di famiglie di Lamé tutte a superflci di curvatura non nulla: allora 

tutte le superflci saranno a curvatura costante positiva, ovvero una delle serie 

almeno sarà composta di pseudosferìche. Consideriamo dapprima quest' ultimo 

VOL. xxxu. 10 
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caso, e suppoDiamo che le pseadoeferiche sieno le saperflci w =■ cost : se la cnr- 

Tatara loro è data da K = — t^-^, eBseudo R, tiaa funzione della sola w, il pro- 

feBBore L. Bianchi ha dimostrato che ad ogni solnzione particolare w del 
sistema segaente di equazioni corrisponde un sistema triplo, di cui le eaperfìci 
w) = coet sono pscndosferiche della natura voluta, e rispetto al qoale l'elemento 
lineare di spazio prende la forma : 

da^ = cos*cit du} + sen^w dv' -f Rj' ( a~ ) '^"'*- 

Queste equazioni alle derivate parziali del terz'ordine sono: 

2*w 9*w 1 

s-r — ■=-! - 5-, sen u cos w 

iJu' óv Kj' 

du \coBu SuSv' " R, dw *-Rj z sento dv Svdw 

5'w fi*w 9w dia 9*M 

9u Sv Sto dv dto Su dv du dw 

potendosi all'ultima sostituire una delle due seguenti : 

— \ ^ -'" 1 
Su Lbqq taSodw\ 



1 5w c'ctt 
costit dv Su dv> 



(25) 



s_ r 1 a»w 1 _ 1 Stì 3*10 

^ L eoa b} du dtoi Ben u du Sv Sw 
ed essendo conseguenza delle due prime la seguente : 

Ha noi vogliamo che anche le superflci u = cost. e w = cost. sieno a curva- 
tura costante, ed in generale variabile da superficie a snperficie; se si indicano 
allora queste curvature con k, e k^ , supposto r, una certa funzione della sola 
u ed ff della sola v, poniamo A:, =: r, e k^ - i*,. Tenendo allora conto delle for- 
molo che esprimono la curvatura delle superflci costituenti il sistema triplo per 
i coetBcienti dell'elemento lineare dello spazio avremo : 
9w 3'w di,} 

oa du Sto dw 

(27) 

9w 3*w 9w 

3- -- - = — r,senuco8W5— 
ov ovSw dw 
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che, integrate, ci d&Dno : 



(£)'=M-,.+*,, (|i;y=,.[c..v.t.i (.8, 

essendo ^, e ^^ due fanzionl arbitrarie delle Bole u e v. Deriviamo ora le (28), 
la prima rapporto a v e la seconda ad u e confVoatiaino le derivate miste : si 
avrà sabito : 



2 sento coau \^~;r+T'si--'-tE— ^ "^15—5- 

{ av Siù Su otù] ■ du POI ' Pv aia 



(DJ * Su dta ' Pv 
du Hv 1 dv du 

da coi, per le (28), si ricava : 

2 r, r, senili costo (! + <{', + ^,) 

s+i j "i adi. / : ~ 

~'*di V^fsen w + 'l',l-n^ V'"i[oo8'to + 4.jl 

che, se non fosse identicamente soddisfatta, ci darebbe ta come funzione di 
r, , r, , (}i, , (l'i o loro derivate, cioò delle sole u t> , il che è assurdo : dunque 
dovrà essere 



1 + ^-1 + (l'i = 






cioè: le ilff <> = 1 ) 2) dovranno essere costanti e la somma loro dovrà essere eguale 
a —1. TeoDto conto di ciò, potremo dunque scrivere In luogo delle (28) : 

\d^) =*'«<^®° '^ + '*) \d^) =-»-i(8en»(o + a) (29) 

essendo a aua certa coslante. Deriviamo ora queste, la prima per u e la se- 
conda per V , avremo : 

5*w 1 aen u + a <ir, dia 

^~T = r, sen w eoe w + — — 7 — ;- ^ 5- 
ovr À /Cd) 1 du óu 



(30) 



sii) 
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e qnindi per la prima delle (24) : 

/ 1 \ 1 r 1 dt-, 9u 1 dr. Sia 1 

1 ^-j — r, — r, I senio C08w = — — 3— -57 + — :r 5~ \~ 

= — v/sen» w + a 1 — = -;- - -== t-ì (31) 

Consideriamo ora la seconda delle ^24) e la (26) trasformate tenendo conto 
delle ^27 , 28 e 29) : esse prendono la forma 



ih-—) 



di<ì dr. l 
ow die E,* 2 Sw du dta 



/ l \ dia dR, 1 1 dio dr. 

I =—- — r, — r, laenw 5- = -coBU r— 5-: - -s- co» w t- -j— 
VRj' / Sto da R,* 2 àw dv 



9(0 dr^ 1 
dia 



da cai segue subito chiaramente : 

/ 1 \ 1 I dr, 1 dr, 1 , 

l ?r-j — r, — r, I = —- Ben w oos io t-^ ■;; -r^ T~\ 

\R/ '/ 2 idu <p<iì do ciiìl , 

i Su Sv 1 

ovvero anobe : 

( -— -r, -r, 1 v/sen* 10 + =-- aeniocosu -= -r ;= '^ì ' 

che, con&ontata con la (31), ci dice dover essere : 

1 „ 1 dr, 1 dr. 

Si ha quindi cìie, necessariamente, non solo la cnrvatnra non pad variare da 
ana superficie all'altra della stessa serie, ma che la somma delle tre curvature 
deve essere eguale allo zero. 

Rimane però da considerare il caso in cui neppur uno dei sistemi di super- 
flci, sia composto di pseudosferiche ; aieno date allora lo curvature delle aa- 
perflcì delle tre famìglie da : 

k^ = r,* fcg = r,* it» = r,* 

indicando con ki qaella delle anperflci i = cost, ed eaaendo r, ,rj ed r, rispet- 
tivamente funzioni della sola u,v o w. Si aa allora che ogni sistema triplo 
avente per saperflci w = coat, certe con curvatura eguale ad r,* corrisponde ad 
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una golDzìone particolare del Begaente sistema di equazioni alle derivate par- 
ziali del IIP ordine : 

9*10 9'u 

5-r + s-i + V senh a oosh tu = 

f, _f_ ,jf_rL + - A [r.seDhw] + — — ^ --F- = (33) 

cu Lcosbu du 9u-) cw senbu ov ^ ow 



du dvdw~ 3« 5m dv} du 8u dw 

nel qaale airnltima si pub sostitalre una delle aegaenti : 

9_ r 1 e*w 1 _ 1 Sto aVo 

du L senh u Sv 9tff -I cosb (n dv du ^ 



dia d*ta 
I 9u 9v Éw 



di) L coBh u du 9w -1 aenh u i 

ed essendo ancora conseguenza delle dae prime equazioni |33) la seguente: 

8 \ 1 e*w 1 a , ^ , 1 5w 3»u 

— ;— ■ £—7- + r, T- (r, cosb w) ^ — r— 5- 3—3- = ; (35) 
av L Benh la cvcta i * 9w ^ ■ ' cosh u Su du ow 

mentre l'elemento lineare dello spazio riferito a questo eistema prende la forma : 

rie* = cosh* u du' f Benh* la d«' 4- -1 ( =- ) dw\ 

Ciò posto si dovrii ancor avere per l' ipotesi fatta sulle curvature delle 
u = cost. e « = cost. : 

9(1) 9w 9*w 

r,^ Benh u cosh w 5— = — ^ — 5- 

9ic 5u 9w dw 

(36) 

9w 9(1) 9*w 
V senh Ci» cosh w v- = ;r- - — :— 

ed integrrando queste, ove si indichi come prima con ^, e ^^ due certe funzioni 
delle sole u e t? si troverà 

l^j =f-,»lBeDh»w+<|.,] (^^] =V[co3b*(o + <!;,] (37) 
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da cai, derivaDdo la prima rapporto a v e la seconda rapporto ad u e oonflroD- 
tando i valori per le derivate seconde miete si trova : 



SsenhiDCosbul r,*— 



du dv -1 Sv Su 



ovvero , togliendo i deoomioatori e tenendo conto delle (37) : 

3 r,* r,* senh t<i cosh u (1 + ({', + ^t) 

= '"i *"! ] *•! ^ V senh* w + "l'i — >"i „— v oosh* <i> + ^, [ 

che dovrà essere identicamente soddisfatta, perchè altrimenti essa ci darebbe <» 
come fnnzione di r, , r^ , i[i| e (]<f cioè delle sole u e v , il che è assordo. 8arà 
danqne : 

*_( 



i+t, + t, = o , -x,.», j-. = o 



ossia, i{r, e i^t saranno delle costanti legate fìra di loro dalla relazione trovata , 
e quindi, indicando con a ana costante, in luogo delle (37) potremo scrivere : 

^--J =r,»(8enh*u + a) ( =- 1 =r,*(senh*u + a) (38) 

Da queste derivando la prima rapporto ad u e la seconda a v, si ha : 

(39) 
dv* r^ dv dv 
e qolndi per la prima delle (33) : 

(r.» + r,* + r,*) senh u cosh w + Vsenh* u + «(—■ + — ^) = 0. (40) 

Traeformiamo ora, analogamente a quanto sì fa nel caso precedente, la se- 
conda delle (33) e la (35), tenendo conto delle relazioni già trovate; si avr& : 

dr, diti l , . . . 9w , dr. 

r, -r-^ -r- TT- senhw + (T,*+r.*+r,*) t- coshw + r. -r-* senbu = 
dtt PW Otd V 1 ' I " Bw dw 

du 
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da unì immediatamente si ricava: 



ovvero, togliendo i denominatori : 



(r,* + r,* + rj*) x/Benh**!! + a +■ f --1 + — Ij senhu coslito = 0. (41) 



Moltiplicando ora la (40) per \/seDb't.) -i-a e la (41) per senhw cosbu e sot- 
traendo bì trova : 






che, se non fosse nn' identità, ci darebbe la come funzione di r, ed r, cioè di 
u e V soltanto, il che è assordo; dovrà quindi essere : 

du dv du dv du dv 

e quindi per ìe (40) e (41 ) 

r,* + V + r,* = 0, 

che dimoatra assurda l'ipotesi che vi esistano sistemi tripli di superflci ortogo- 
nali a corvatara costante , in cai nemmeno una delle famiglie consti di pseu- 
dosferiohe. 

3. Dimostrato cos) che condizione necessaria per l'esistenza dì sistemi del 
tipo volato è qnella che la curvatura rimanga costantemente eguale per tutto 
le saperflci della stessa serie , e che la somma delle tre curvature sia eguale 
allo zero, passiamo alla ricerca effettiva di tali sistemi. 

Supponiamo allora che le psendosferiche sìeno le w = cost. , che la loro cur- 
vatura sia data da fc, =: - — , essendo B, ana certa costante, e che le costanti 
r, ed r, eguali rispettivamente alle curvature delle u = cost. e 0= cost. soddi- 
sfino alla condizione r, + r, = + 5-,. Avremo allora per quanto si è visto dover 



(?-:)■= r,(.e„'o. + a, (|^)'= -..(.en"» . .) (42, 
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che ci dice dover essere w fanzione di t = m J—r, — v ^r,, cioè dì nna oombi- 

nazione lineare di u e v. Ma dalle (42) segue ancora essere ^ funzione di lu, 

danqae aTTemo 

Wr-FlT + p(w)], 

e, cambiando opportunamente il parametro w , che io deve essere fanzione di 
nna combinazione lineare dei tre parametri u ,v ,to. Ma il prof. Lnigl Biancbi ha 
dimostrato (') il teorema seguente: < Esclusi i sistemi di superflce di rotazione gli 
unici sistemi tripli nei qnali i coefficienti dell'elemento lineare H, , H, , H, risul- 
tano funzioni di combinazione lineare dei parametri, sono due : uno composto 
di due sistemi di elicoidi sviluppabili e di un sistema di piani tangenti ad un 
cilindro luogo degli spigoli di regresso di quelli, l'altro composto di tre sistemi 
di elicoidi a curvatura costante, ano a curvatura positiva e due a negativa, ed 
aventi per di più passo ed asse eguali tra di loro >. Ne segue quindi che l'unica 
classe di sistemi tripli della natura da noi volata è data da qoest' ultimo tipo 
composto di tre sistemi di elicoidi e studiato dal prof. Bianchi. Fissato in esso: 

•■• = -;? '-P- «' = -'• 

essendo a,b e K legati dalla relazione: 
K* 



b* 



1 +-7, 



sì soddisferà allo condizioni imposte prendendo (o in modo da verificare le 
equazioni : 

CO8 w = cn (t , K) sen w = sn (t , K) à~ ~ '*"(t| K) 

e rimanendo quindi determinato l'elemento lineare dello spazio dalla seguente 

d»* = cn T dw* + sn T dv* + dn t dro*. 



('} Luigi Biancbi < Sopra nna classe di sistemi tripli ortogonali obe conten- 
gono un sistema di elicoidi aventi a cornane l'asse ed II passo >. Annali dì n 
tiche pure ed applicate. Serie II* Tomo XIII, pag, 51. 
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SnUA GENESI COMBINATORIA DELL'ARITMETICA 



ALFREDO CAPELLI. 



INTRODUZIONE 



L'aritmeticft ha la saa origine natarale in certi fatti di indole combinatoria, 
dai quali si può arguire l' esistenza dì una scienza , che si potrebbe cbiamare 
matematica combinatoria, preesistente alla stessa aritmetica, dalla quale l'arit- 
metica nasce e si può svolgere per via puramente razionale. L' aritmetica non 
ha quindi bisogno di fondarsi sopra alcun assioma o postulato suo proprio. I 
concetti che stanno a base della matematica comblDatoria, come quello di unità 
o quello equipollente di diversità, Il concetto di aggregato dì oggetti, di corri- 
tpondema unìvoca , di composizione di oggetti (il substraCum della moltiplica- 
zione) di riunione di oggetti (substralum dell'addizione), ecc., sono base piti che 
sufficiente all' aritmetica. E del resto non si potrebbe essa mai emancipare ve- 
ramente da queBti concetti che souo inseparabili da qualsiasi scienza. Nei trattati 
dì aritmetica non si usa, per verità, parlare di matematica combinatoria che 
assai tardi. Ma questa eliminazione dell'elemento combinatorio non b (e non po- 
trebbe essere) che apparente. Quando, ad esempio, si da la regola del prodotto 
di doe polinomi, di combinare, cioè, in tutti 1 modi posBÌblli ogui termine del 
primo con ogni termino del secondo facendone il prodotto e poi sommare i ri- 
sultati, si fa appunto (benché non lo si dica esplicitamente) della matematica 
combinatoria, non soltanto dell'aritmetica propriamente detta. 

L'aritmetica non 6 insomma una nuova scienza, ma soltanto una parte, per 
cosi dire, della scienza combinatoria da cui deriva; quella parte In cui lo ope- 
razioni combinatorie si eseguono e si studiano mercè l'uso sistematico del sim- 
bolismo ai-itmctico. Credere di poter fare dell'aritmetica una scienza a sé, su- 
bordinata a certi assiomi o postulati suoi propri, non è che un' illusione. Né ci 
vuoi fatica a comprendere quanto quest' illusione sia daunoBa al suo insegna- 
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mento ; giacché esBft si traduce, in pratica, nel lasciar passare qaaBÌ inosservati 
molti fatti combinatorii importanti; e questo proprio nei primi fondamenti, dove 
più che mai sarebbe opportano farli rilevare accauatamente. E quando più tardi 
non 6 più possibile passare sotto silenzio i fatti combinatorii clie per la neces- 
sità stessa delle cose riprendono esplicitamente i loro diritti, essi s' incominciano 
a studiare, nel capitolo dell'analisi combinatoria, come se si trattasse di concetti 
aCTatto nuovi , senz' alcun nesso apparente coi primi elementi dell' aritmetica e 
dell'algebra precedentemente esposti. Di qui una specie di discontinuità di me- 
todo nella esposizione dei fondamenti dell'aritmetica e dell'algebra, discontinuità 
che la perizia o l'artificio del trattatista non potrà mai completamento dissimu- 
lare. A questo inconveniente sistematico va aggiunto l' inconveniente didattico 
della maggiore diCBcoltà che incontrerà la mente del discente ad afferrare ì 
problemi combinatorii propriamente detti senza quella preparazione graduale che 
pur avrebbe potuto trovare nelle teorie precedenti , purché esposte in modo da 
non perdere mai di vista quei fatti combinatorii che sono l'origine naturale del- 
l' aritmetica. 

Ho parlato ora , e fin dalle prime righe di questa introduzione , di origine 
naturale dell' aritmetica , intendendo con CÌ6 di alludere a quel lungo lavorio 
evolutivo che la mento umana ha dovuto fare necessariamento , sia pare quasi 
incoscieutemenle, prima di giungere al concetto chiaro di numero, a quel con- 
cetto di numero astratto che si suol esporre nella prima pagina dì qualsiasi 
trattato di aritmetica , con pochissime parole , quasi temendosi di offuscare con 
troppe spiegazioni la chiarezza di un concetto già per se stesso limpidissimo. 
Ma è poi questo concetto veramente cosi limpido? 0, piuttosto, non sarebbe 
utile, trattandosi di un concetto astratto e quindi per ci6 stesso difficile, spiegare 
accuratamente jl procosso di astrazione mediante il quale esso si è venuto for- 
mando e svolgendo naturalmente dai fatti combinatorii più ovvii e concreti? 
L' operazione del contare degli oggetti . benché possa essere giusto di conside- 
rarla come già ben nota praticamente a chiunque imprenda lo studio dell' arit- 
metica, non é però un fatto combinatorio primitioo, ma rappresenta uno stadio 
già molto avanzato nella evoluzione della pratica combinativa. Che dire poi di 
questa stessa operazione considerata in modo del tutto astratto? 

Non è dunque a farsi meraviglia se i primi principii dell'aritmetica si pre- 
sentino, generalmente parlando, alla fantasia del discente sotto un aspetto cosi 
arido e spesso quasi ripugnante. L' aridità proviene dall' introdurre un concetto 
astratto senza spiegare , se non incompletamente , il processo di astrazione che 
lo ha generato. La ripugnanza non pa6 poi essere causata che dalla violazione 
di qualche legge naturale; probabilmente dal presentare sotto la forma, arti- 
ficiosa e punto attraente, reclamata dalle esigenze della pratica computistica, il 
risultato astratto di quel senso semplicissimo del ritmo che 6 invece tanta parte 
dei nostri godimenti intellettuali. Se si insegnasse, p. es., che 11 concetto di tre 
non può nascere dalla vista di soli tre oggetti per quanto fra loro somiglianti, 
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ma bensì dalla corrispondenza anivoca fra un aggregato di tre oggetti ed an 
altro aggregato di tre oggetti, il discente troverebbe forse in ciò come un river- 
bero del piacere estetico da lai provato nel constatare, per esempio, che le finestre 
del second'ordine di un bel prospetto architettonico corrispondono una per una 
alle finestre del primo. Ciò farebbe sparire facilmente ogni ripugnanza, e 11 di- 
scente afferrerebbe addirittnra II vero concetto di numero, e come esso non dif- 
ferisca sostanzialmente da quello di corrispondenza o coordinaeione, o di ordine 
che voglia dirsi. 

A qneata mancanza di qualsiasi propedeutica combinatoria si supplisce or- 
diDsrìsmente coli' ìntrodtirre il concetto di unità della stesta specie, concetto per 
se stesso, matematicamente parlando, poco chiaro , di cui non vi sarebbe alcun 
bisogno. Le nniU della stessa specie sono, nel concetto dei trattatisti, quelle che 
sì possono riguardare come ugnali (cio6 sostituibili l'una all'altra) secondo un 
certo ordine d' idee. È questa senza dubbio come una specie di apertura che 
dalla scena angusta dell'aritmetica propriamente detta consente almeno uno 
sguardo sul punto di vista combinatorio. Ma il punto di vista si presenta in 
aspetto troppo larvato e 1' orizzonte è piti ristretto del necessario ; e di questa 
restrizione si risentiranno gli effetti in seguito , rendendo essa meno semplici e 
spontanee le applicazioni dei concetto di numero ai problemi offerti dal mondo 
esteriore. Meglio forse definire addirittura come uniti della stessa specie quelle 
ctie si possono considerare non solo isolatamente, ma anche come riunibili ìa 
aggregati. Ma a qnal prò una siffatta definizione ? Forse che la nostra mente 
non può riunire in aggregati anche gli oggetti pid disparati? Consultiamo la 
grammatica. I^ frase : un lupo, un cavallo ed un flore non esprime forse il con- 
cetto di un aggregato ben deteiminato ? Pure a nessun trattatista verrebbe cer- 
tamente in mente di portare questi tre oggetti corno esempi di unità della stessa 
specie. 

Non si pu6 negare che il concetto di unità della stossa specie abbia un pre- 
cedente pedagogico nelle prime istituzioni grammaticali che distinguono accura- 
tamente il caso singolare ed II caso plurale. Ma non è, a mio credere, necessario, 
né opportuno di fondare il concetto di aggregato sopra ta forma grammaticale, 
più ristretta, del caso plurale , quando si ha già , come ho notato or ora , una 
forma grammaticale, anche più semplice e primitiva, che ci rappresenta lo stesso 
concetto di aggregato nel modo più generale. 

Nelle pagine che segnono credo aver dimostrato sufficientemente , benché 
eotto forma un pò succinta e talora soltanto schematica, come non vi sia alcuna 
difficoltà pratica a stabilire le teorìe piìl fondamentali dell'aritmetica secondo 
r indirizzo combinatorio di cui ho parlato. Ho voluto anzi andare un poco al di 
là dello stretto necessario, dando all'operazione di moltiplicazione la precedenza 
sa quella di addizione ; giacché, adottando quest'ordinamento, la opportunità del- 
l' indirizzo combinatorio si rende, se è possibile, ancor più manifesta ed assume 
auzi il carattere di necessità , come ho già notato in altro mio precedente Ia> 
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voro l'j. Del reato il lettore troverà, In fine del § 3", qualche altra osservazione 
da aggiungere , a favore di nn cosiffatto ordinamento delle due operazioni, a 
quelle da me già svolte in quella mia prima memoria. Confido anche che sarà 
por riconoscere come Io studio dell'espressione monomia venga a trovarsi con 
questo ordinamento al suo vero posto, a differenza dell'ordinamento usuale se- 
condo il quale il monomio si presenta (anziclib come forma primordtaie) come 
un semplice caso particolare del polinomio. 

Del resto , se la precedenza dell' addizione sulla moliiplicazione può essere 
giustificata dallo esigenze, di indole computistica, dell'aritmetica pratica, essa 
non sembra poter esserlo eganlmenle quando si abbia riguardo alle esigenze, di 
indole ben diversa, dell'aritmetica razionale. Il campo pib appropriato alle ap- 
plicazioni di quest'ultima non è infatti né quello della pratica computistica, né 
quello della misurazione delle grandezze; ma è piuttosto il campo stesso della 
filosofia naturale. Ora in questo campo la semplice riunione di un aggregalo di 
m molecole e di un altro di n molecole in un aggregato di m 1- n molecole nou 
b che un'operazione artificiale, alla quale il pensiero non fa neanche portato na- 
turalmente quando i due aggregati ^^iano eterogenei. & invece oggimai ben noto 
come abbia importanza fondamentale, e sia anzi da riguardarsi come fenomeno 
primordiale, la mutua azione, attrattiva o repulsiva, dell'uu aggregato sull'altro; 
cioè r insieme dello mXn azioni fVa le m molecole del primo e le n del se- 
condo. 

Finalmente il lettore Torr& rilevare come io non abbia assolutamente mai 
parlato di unità della stessa specie; come anzi fin dal principio mi sia B:ndleto 
di accentuare sempre piti il concetto di diversità degli oggetti. II parlare di unità 
della stessa specie, se è quasi necessario, come giìi si è notato, nell'indirizzo 
tradizionale che non tiene quasi alcun conto delia genesi combinatoria dell'arit- 
metica, sarebbe invece da riprovarsi nel nostro, come cosa non solamente affatto 
oziosa (flnohè non si discenda alle applicazioni speciali , p. es. alla teoria delle 
grandezze omogenee) ma altresì inopportuna o fora'anco dannosa. È infatti con- 
sigliabile, nell'indirizzo combinatorio dell'aritmetica, di accentuare pinttoato il 
concetto di diversità, per far cosi sempre meglio risaltare l'altro di unificazione 
del diverso che ha una delle sue prime estrinsecazioni nell'operazione di ooordi- 
nazione ; che fa quanto dire nell' operazione clie ha per risultato immediato la 
nozione stessa di numero naturale. 

Hel presente scritto non mi sono occupato che di nomert naturali. Mi riservo 
quindi di ritornare sull'argomento per dimostrare l'opportunità ed utilità dell' in- 



(') Salt' ordine di preceétnsa fra le operazioni fondamentali dell'aritmetica (pub- 
blicato nei KendicoDii della Kegia Accademia delle Scienie di Napoli, giugno 1900, 
e riprodotto con uva breve appendice, in questo stesso volume del OiomaU di Ma- 
t^n^ticho). 
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dirizzo combinatorio dell'Aritmetica anche per quanto riguarda l' introduzione dei 
nnmeri negativi e ttazionarii. Del resto ho ^& avoto occasione (') di far rilevare 
come nelle proprietà foudamentali dei namerl negativi e frazionarli si trovino già 
contenuti, direi quasi allo stalo latente, i primi germi di quella stessa nozione 
di invariantivilà che, unitamente a quella ad essa affine di gruppo, è tanta parte 
dei progressi odierni dell'analisi superiore; e come l'indirizzo combinatorio del- 
l' aritmetica abbia appnnto il vantaggio di mettere naturalmente Io piena luce 
questo nesso mirabile, vero anello di congiunzione, fra I due estremi della lunga 
catena dei progressi secolari dell'analisi matematica. Perché cade qui veramente 
a proposito il detto cfae : gli estremi si toccano! 

§ 1." — Concetto di unità — Concetto di aggregato. 

1. Qualunque oggetto od ente, in quanto venga da noi pensato, è alto a ri- 
svegliare in noi l'idea di unitA. Cosi le parole: un lupo, un cavallo, un flore, 
pronunziate isolatamente le une dalle altre , ci rappresentano altrettante unità. 

2. Quando le parole rappresentanti diversi oggetti e! pronunciano l'uua im- 
mediatamente dopo l'altra, a quel modo che viene grammaticalmente significato 
dall' interporre la congiunzione copulativa e (sostituibile graficamente da una vir- 
gola), esse risvegliano invece in noi l' Idea di aggregato (aggregato di oggetti, di 
enti, di unità,....). Cosi, p. es. la frase: un lupo, un cavallo ed un albero, che 
equivale assolutamente alla il'ase un albero, un lupo ed un cavallo, e via dicendo, 
non esprime delle unità singole, ma un aggregato, o riunione che dir si voglia, 
di unità. 

3. Per maggior chiarezza noi rappresenteremo gli enti singoli, ossia le unità, 
eolle sole lettere majoscole A, B, C,... , riservando le minuscole alla rappresen- 
tazione di quegli enti speciali (i numeri) la cui generazione e proprietà fonda- 
mentati sono l'oggetto dei §§ che seguono. 

4. Se i nomi degli enti che costituiscono un certo aggregato {elementi del- 
l'aggregato) si possono enunciare o anche soltanto pensare enunciati l'uno dopo 
l'altro, senza die questa operazione debba prolangarsl indefinitamente, si dico 
elle l'aggregato è finito. In questo scritto, colla parola aggregato, intenderemo 
sempre parlare di aggregati finiti. 

5. Se À, B, G,..., E sono gli elementi di un aggregato, l'aggregato stesso 
lo rappresenteremo colla scrittura: 

A, B, 0,..., E 



(*) Nella comunicazione sulle operazioni fondamentali dell'aiitmetìca da me fatta 
al Congresso dei Matematici a Parigi (agosto 1900) sotto il titolo : " U iperaritme- 
tiche e V indirizzo combinatorio diti' aritmetica ordinaria ^^. 
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Qualche volta, per maggior comodità, rappresenteremo gli aggregati con 
Qua lettera majuBcola aoprassegnata da una lineetta. Cosi, p. es., potremo scrivere 

A=A, B, C, . . . , E. 

Oltreché degli aggregati propriamente detti , parleremo qualche volta , in 
Benso puramente convenzionale, auclie di aggregati che contengono un solo og'- 
getto (unità) e di aggregati ebe non contengono alcun oggetto (aggregato nullo). 

§ 2.0 — Coordinazione di aggregati — Concetto di ordine. 

1. Un aggregato di oggetti ed un altro aggregato di oggetti si diranno es- 
sere stati coùrdinati l'uno all'altro, quando fra gli elementi dell'uno e quelli del- 
l'altro sia stata fissata una corrispondenza univoca, cosicché ad ogni oggeiio 
dell'uno corrisponda nn unico oggetto dell'altro e reciprocamente. Cosi, ad esem- 
pio, si riconoscerli facilmente come l'aggregato A, B, C, D sia coordinabile al- 
l'aggregato E, G, H, K, e come tale coordinazione possa effettuarsi in parecchi 
modi differenti. Invece l'aggregato A, B, C, D non à coordinabfle all'aggre- 
gato E, Q, B. 

L'operazione mediante la quale un aggregato viene coordinato ad nn altro 
si chiamerà coordinazione. Il risaltato della coordinazione si chiama ordine (anche 
nel senso volgare della parola). 

2. Tkoreua I. — Se un certo aggregato U ed un certo aggregato V , Bono co. 
ordinabili con uno stesso aggregato W essi sona anche coordinabili fra loro. 

Basterà infatti dichiarare corrispondenti fra loro nn' elemento di u" ed un 
elemento di V che abbiano come corrispondente, nelle coordinazioni presuppo- 
ste, ano stesso elemento di W. 

3. TsoREHA IL — Se gli aggregati U e Y sono coordinabili, e a ciascuno di 
essi ni aggiunga un nuovo oggetto, i nuovi aggregati così ottenuti sono del pari 
coordinabili. 

Infatti, se ad U si aggiunga l'oggetto A ed a V l'oggetto B, per coordinare 
r aggregato U, A all'aggregato V, B, basterà mantenere fra gli elementi di U e 
quelli di V quella stessa corrispondenza che era servita a stabilire la coordina- 
bilità di U con V e far corrispondere poi al nuovo elemento A il nuovo ele- 
mento B. 

4. Teorema HI. — Se gli aggregati U e V sono eoordinabili, gli aggregati che 
si ottengono togliendo da ciascuno di essi un elemento a piacere sono del pari 
coordinabili. 

Stano infatti 

A, B, C, . . . , H, D, K, . . . , E 
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gli elementi di U, e si indichino con 

A', B', C',..., H', D', K', ... , E' 

gli elementi di V^obe ad essi corrispondono risp. nella coordinazione di U~o di 
V! Tolto dall'aggregato U, p. es., l'elemento A e dall'aggregato V l'elemento D', 
Togliamo dimostrare che gli aggregati residui : 

B , C , . . . , H , D , K , . . . , E (a) 

A', B', C',.., , H', K',..., E' Oj) 

sono anch'essi fra loro coordinabili. 

Invero, per coordinare l'aggregato (a) all'aggregato (fi), hasu far corrispon- 
dere agli elementi 

B, C, . . . , H, D, K, . . . , E 

di (a) rispettivamente gli clementi 

B', C',..., H', A', K', . . . , E' 

di ¥)■ 

5. Teoreva IV (fondamentale ('). — Siano U e V aggregati fra loro coordina- 
bili. La coordinazione fra U e V <t potrà anche effettuare facendo corrispondere 
ad un elemento qualunque di U un elemento qualunque di V, poi ad uno qua- 
lunque dei restanti elementi di U uno qualunque dei restanti diV , e così di se- 
guito. In altri termini : appenachè con questo processo di accoppiamento si tro- 
veranno esauriti ttitti gli elementi dell'uno aggregato, si troveranno simultanea- 
mente esauriti anche quelli dell'altro. 



(*) Mediante qneeto teorema si viene a dimoatrare in modo rigoroso ciò che 
viene spesso ammesso come no postulato dell'aritmetica , cioè che l'operazione del 
contare, applicata ad un dato aggregato, conduce sempre allo stesso risultato qaa- 
Innque sia l'ordine secondo il quale gli oggetti dell' aggregato vengono contati. In 
ftltri termini, se gli oggetti di un aggregato vengono tolti dall'aggregato l'uno dopo 
l'altro promanai and osi al tempo stesso le parole uno, due, tre,... la parola che si 
sari pronunziata per ultima Bar& sempre la stessa qualunque sia l'ordine tenuto nel 
togliere gli oggetti. 
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Sia inTatti A un elemento qaainnqae di U ed A' qaello che gli bì yoglÌA far 
corrispondere in V7 Tolti da U © V risp. gli elementi A ed A', resteranno degli 
aggregati If ' e V' i quali , secondo il teorema che precede , saranno ancora fra 
loro coordiuabili. Similmente quando da V si tolga an elomento qualunque B e 
da V l'elemento B' che piacerà fargli corrispondere, resteranno gli aggregati 
U" e V ' che, sempre per Io stesso teorema, saranno ancora fra loro coordina- 
blli. Cosi procedendo, è chiaro che quando dell'uno o dell'altro aggregato, per 
es., dell' aggregato U, sarà rimasto disponibile nn solo elemento, gli clementi che 
saranno rimasti disponibili in V, formar dovranno un aggregato coordinabile a 
quell'anice elemento; cio6 anche di V sarà rimasto disponibile un unico ele- 
mento, e. d. d. 

6. Un aggregato T si dirà parte di nn altro aggregato W (o anche che è 
contenuto in W) quando ogni elemento di V ò^ancho elemento di W, ma esiste 
almeno un elemento di W che non è elemento di V. 

Ctù premesso , passiamo a dimostrare il teorema seguente cho è d' Impor- 
tanza capitale (cfr. g 11°) nella genesi rigorosa della snccessiono natarale dei 
numeri. 

7. Se un aggregato U è coordinaòile ad una parte dell'aggregato W, gli ag- 
gregati V e Vf non sono coordinabili fra loro. 

Siano infatti A, B, 0, . . . , E gli elementi df"U e siano risp. A', B', C',.-, E* 
quegli elementi di W che per supposto corrispondono ono per uno agli elementi 
A, B, C, . . ■ , E dì U e costituiscono una parte V di W. Ammesso, se è possibile, 
che U e W fossero coordinabili, la coordinazione fraìJe W si potrebbe anche 
effettuare (Teorema IV) facendo corrispondere agli elementi A, B, 0, . . . , E di 
U risp. gli elementi A', B', C, . . . , E' di W il che è manifestamente assurdo poi- 
che questi ultimi non sono che una parte di W. 

8. CoHOLLAHio I. — Un aggregato non può easere coordiaabUe ad una sua 
parte. 

9. CoROLLABio II. — Si può cottruìre una euccenaione indefinita di aggregati 
tali che uno qualunque di eagi non lia coordinabile ad alcuno degli tUtri. 

Basta Infatti, a tale oggetto, di considerare uno dopo l'altro gli aggregati 

A, A,B A,B,C A,B,C,D 

§ 3."— Definizione di numero naturale — Eguagliarne fra aimboli numerici. 

1. Dato nn aggregato qualsivoglia di oggeit! , è senz'alti-o manifesto che 
esiste sempre qualche altro aggregato al quale esso ò coordinabilo. Nel llngaag- 
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gio dell'aritmetica questa egualità, propria di ogni aggregato, si chiama nume- 
rosità. 

Si distingaono però diverse specie di numerosità. Tutti gli aggregati che 
sono coordinabili ad un medesimo aggregato (e qnindi anche , secondo qnanto 
BÌ è visto all'art. 2 del § prec, coordinabili fra loro) si dicono avere la atetaa 
numerosità. O pinttosto ai dica che essi danno origine ad un certo numero ben 
determinato , nel mentre che gli aggregati dotati dt numerosità diversa d&noo 
origine ad altri numeri. 

Come ai vede, i numeri non sono che enii astratti, ìmaginati dalla nostra 
mente allo scopo di rappresentare certe relazioni che possono intercedere fra 
aggregati di oggetti. E, cioè, precisamente : 

1°) ogni aggregato dà origine ad un nomerò; 

2°) aggregati coordinabili danno origine allo stesso numero ; 

30) aggregati non coordinabilì danno origine a numeri differenti. 

2. Per poter ragionare facilmente sui vari numeri dei quali sìa stata con- 
statata r esistenza , si fa uso di certi simboli speciali che si chiamano simboli 
numerici (per distinguerli dai simboli che si possono addottare per rappresentare 
altri enti quali sì vogliano) il coi ufficio si è di rappresentare opportunamente 
i numeri dei quali vogliamo occuparci. 

Un simbolo numerico, p. es. s, ed un altro sìmbolo numerico, p. es. 9, sì di- 
cono uguali quando essi rappresentano lo stesso numero ; e si scrive = 8. 

Da questa definizione di ngnagliaoza segue manifestamente che simboli nu- 
merici eguali ad uno atesso simbolo numerico sono anche uguali fra loro. 

'ò. Oltre alle cifre 2 (due), 3 (Ire) , . ■ . adottate per rappresentare i numeri 
originati dagli aggregati propriamente detti, dei tipi : 

A,B A,B,C . . . , 

ve ne sono altre due che 1' nao universale ha Introdotto nell' aritmetica. Sono 
queste le cif^e (zero) ed 1 (uno^. La cifra rappresenta quegli aggregati che 
non contengono alcun oggetto (il niente); la cifra 1 quegli aggregati che si com- 
pongono di un unico oggetto, cioè le semplici unità. Benché la parola aggregato 
non abbia in questi due casi che un significato fittizio e puramente convenzio- 
nale, sia però il fatto che fì'a nessun oggetto ed nn oggetto non può evidente- 
mente esistere coordinazione e tanto meno può esisterne fra nessun oggetto ed 
an aggregato propriamente detto, come pure sta il fatto che non può esisterne 
fra un' unità ed un aggregato propriamente detto. Nulla quiadi impedisce di con- 
siderare ciascuna di queste due specie di pseudo-aggregati come originante un ' 
numero che si dovrà ritenere differente da quello originato dall'altra e da tutti 
quelli originati dagli aggregati propriamente detti. 

Il considerare lo sero e l' uno come numeri , al pari del due, del tre, etc, 
presenta poi subito (oltre ai tanti che appariranno in seguilo) il vantaggio di 
TOL. ixzix. 12 
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poler enanoiare senza alonua restrìKione il prinoipio che, te da un aggregato qua- 
lunque ai toglie uno dei suoi elementi, ciò che retta i ancora un aggregato, 

4. Abbiamo cercato di far rilevare accuratamente la differenza fra numero 
e nmbolo numerico. Non dobbiamo però dimenticare ohe, nella pratica dei cal- 
coli, colla parola numero sì suole intendere indifferentemente cosi 1' una cosa 
come l'altra. Da quest'ultimo punto di vieta, puramente tecnico, sembra quindi 
opportuno di dare la definizione di numero come segue : 

Numero è un segno speciale di ricognizione (verbale o scritto, od anche sem- 
plicemente mentale) che ai attribuisce a tutti quegli aggregati che tono fra loro 
eoordinabili, allo scopo di riconoscerli come tali e distinguerli dagli altri aggre- 
gati che non ^no ad essi coordinabili, 

5. Il teorema FV del % precedente rende legittima, p«r riconoaoere se due 
Aggregati abbiano, oppur no, la stessa numerosità, la seguente regola pratica: 
si tolga dall' aggregato U uno qualunque dei tuoi oggetti e cosi pure se ne tolga 
uno qualunque dall' aggregato V; si ripeta questa stessa operazione sugli aggregati 
residuali e poi così di seguito : essi avranno, oppur no, la stessa numerosità se- 
tecondochè al momento in cui uno dei due si riduce al niente, si riduce, o' non 
si riduce, al niente anche l'altro. 

Senza il teorema dell'art. IV, dopo fallito un primo tentativo pratico di coor- 
dinazione fatto nel modo Indicato, converrebbe ritentare ta coordinazione in 
tatti i modi possibili prima di poter asserire che 1 due aggregati hanno nume- 
rosità differente. 

6. Come si vede, la necessità stessa di riconoscere se due aggregati U e Y^ 
abbiano, oppur no , la stessa numerosità , deve in noi risvegliare naturalmente 
r idea di tutto le possibili coppie che si possono formare combinando un ele- 
mento qualunque di U con un elemento qualunque di V. È questo, per quanto 
in embrione, il substraium combinatorio dell'operazione di moltiplicazione, alla 
quale noi daremo, per coneegnenzo, la precedenza su tutte le altre. 



§ 4," — Composizione di aggregati — Prodotto di due numeri. 

1. Quando con due simboli quali si vogliano A e B si formi il sìmbolo AB, 
si dirà cbe si è fatta una oompotizione di simboli. Se A e B rappresentano due 
semplici oggetti , il simbolo composto AB rappresenterà nn unico civetto che 
non sarà generalmente parlando né l'oggetto A, né l'oggetto B, né il loro sem- 
' plico aggregato. L'oggetto AB dovrà considerarsi come generato dall'oggetto A 
e dall'oggetto B secondo una certa legge di composizione degli oggetti da stabi- 
lirsi opportunamente a seconda delle questioni che si trattano. Cosi , p. es. , i 
simboli AB e BA, che rappresonieranno in generale oggetti differenti, potranno 
in certe questioni rappresentare II medesimo oggetto. 
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2. Ci& posto, Bia Q l'aggregato che ha per elementi certi m og:getti : 

(1) A„ A„ A„ . . . , A, 
ed il un aggregato di ii oggetti : 

(2) B„ B„ B„ . . . , B^ . 

Indioberemo con Q Q (e chiameremo composto dei dae aggregati Q ed n) 
1' aggregato che ha por elementi tutti i naoTi oggetti rappresentati dai simboli 
A,-Bj che si possono formare componendo uno qaalnuqae dei simboli (1) con 
ODO qnalanqne dei simboli (2). 

Per trovare effettivamente (con procedimento possibilmente simmetrico ri- 
spetto a Q ed Q) tutti gli elementi dell'aggregato Q Q , si potrà incominoiare 
dallo scrìvere gnelle coppie che contengono A, ovvero B„ cio& : 



A,B, 






A,B„ 


A,B„ . . 


., A,B, 


A,B„ 


A,B|. . . 


■. A.B. 



BesterauDD ancora a scriversi dopo ciò le coppie che nascono dal comporre 
l'aggregato : 

A„ A„ . . . , A„ 

coli' aggregato 

B„ B„ . . . , B^ , 

ecc. Qaeato procedimento mette al tempo stesso in evidenza che l'aggregato Q Ù 
è finito. 

3. Il numero degli elementi dell' aggregato Q Ù che è , come è facile ri- 
conoscere, perfettamente determinato, appenachè slan dati i due numeri (fattori) 
RI e fi, si chiamerà .il prodotto dei due numeri m e |Ji e si rappresenterà co) sim- 
bolo m.(i, o più semplicemente con m^. 

4. H prodotto di due num«ri non varia ae ti inverte V ordine dei fattori ; 
cioi : miJL = [ITO. 

Ciò torna a dire che l'aggregato QQ è ooordinabile all'aggregato ÙQ. 
Infatti, per coordinare l'aggregato QO all'aggregato Q Q, basta far corrispon- 
dere ad un elemento qualunque Aj B, di Q fl l'elemento B^ Af di QQ! 
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5. SI è preferito , in vista delle applicazioni dell' algebra alla matematica 
combinatoria , di dednrre la definizIODe di prodotto da qnolla di compoeto di 
dae aggregati Q ed Q senza fare alcuna ipotcBl speciale circa la legge di com- 
posizione degli oggetti dì Q con quelli di fi e (Quindi, in particolare, senza pre- 
sapporre, p, es. , che l'oggetto A^Bj sìa lo stesso oggetto B^À^; cioè senza pre- 
snpporre, come si snol dire , nella legge di compoiieione , la proprietà commu- 
tativa. La definizione di prodotto si pnò però riassumere nella segnente, cbe è 
più semplice in quanto mette senz'altro in evidenza l'agnaglianza n)ii = )JLm: 

Prodotto di due numeri m e p. è il numero delle coppie che si poitono for- 
mare combinando un elemento quatungue di un aggregato di m oggetti con un 
elemento qualunque di un altro aggregato di fi oggetti. 

§ 5.° — Teoremi sulla composizione di piii aggregati. 

1. Se L, U, N, . . sono simboli qnalisivoglìano (rappresentanti oggetti, ag- 
gregati di oggetti, numeri, . .) ì\ simbolo L M N si considererà come nato dalla 
composizione del simbolo LM col simbolo N, e cosi il simbolo LHNT come 
nato dalla composizione del simbolo L M N col eimbolo T, e cosi via. 

In particolare, se Q, ù, U, . . . , V sono degli aggregati di simboli quali si 
vogliano , il simbolo Q ù U . - . V rappresenterà nn aggregato ben determinato 
di simboli composti, cioè quell'aggregato che si ottiene componendo prima l'ag- 
gregato Q coir aggregato Q, poi 1' aggregato Q Q cosi ottenuto con U, ecc. 

Pertanto : se QJ Q^ U, . . , V" sono degli aggregati di oggetti o simboli di og- 
getti qualiaivogliano, l'aggregato comporto Q 11" U. . ■ V Aa per suoi elementi 
tutu i simboli contenuti nel tipo Q Q U . . ■ Y , dove Q è uno qualunque degli 
elementi di^, Q uno qualunque degli elementi di Q, e cosi via, 

2. Se Q', 0', U', . . . V, «OBO gli stessi aggregati Q, it, U, . . . , V scritti 
in un altro ordine qualsivoglia, i due aggregati composti QQU ...V e 
Q' il' U' . . . V sono fra loro coordinabili. 

Infatti, per coordinare fTa di loro qnesti due aggregati, basta far corrispon- 
dere ad ogni elemento QQU...VdiQ Q U...V quel!' elemento di Q' Sì' 
U' . . . V che è formato dagli stessi simboli Q, Q, U, . . . , V composti secondo 
il nuovo ordine di composizione. 

S. Se <ì, Q, \J , . . . , V sono certi aggregati e Q', Q', V, . . . , W certi altri 
aggregati qualisivogliano, l'aggregato composto Q Q U . . . V Q' Q' H' . . . W 
i coordinabile all'aggregato composto 

Cq ¥ U . . . V) (Q= F U' . . . W') 
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È infatti manifesto che, per coordinare i due aggregati cosi composti, basta 
far corrispondere ad nn elemento qualunque 

QaU... V Q'O'U'.. . W 
del primo l'elemento 

(QOU . . . VKQ' Q'V ... W) 
del secondo. 

§ Q." — Teoremi mi prodotto di più numeri — Eapreaaioni monomie. 

1. ije a, ^, T, . . . , 2 sono dei nameri qnalÌsÌTOg1iano, col simbolo a ^ f ■ • • ' 
te coi simboli equivalenti a.^.-f.. . 8 ed «XpXfX.. .XS) si dovrà inten- 
dere , secondo la convenzione generale del § precedente (art. I) quel numero 
che nasce dal moltiplicare dapprima a per p , poi II prodotto a^ per f , e 
cosi via. 

2. Se gli aggregati A, B, C, . . ■ , I> contengono rispettivamente 0,^,1, .. .,ò 
oggetti , V aggregato composto, A B C . . . D contiene o ? y • ■ ■ ^ elementi. 

Infatti a ^ rappresenta, per la definizione stessa di prodotto, il numero degli 
elementi dell' aggregato A B. Per conseguenza (« ^) X ^ , cio6 il numero a ^ y , 
rappresenterft, per la stessa ragione , il numero degli elomenti dell' aggregato 
(a b)CÌ^ cioè appunto dell' aggregato A BC, e cobI via. 

3. Il prodotto di più numeri é indipendente dall'ordine dei fattori. 

Siano infatti a, ^, -f, . . . , S dei numeri qnalisivogliano, ed a', ^', "f', . , . ,5' 
gli stessi numeri scritti in altro ordine a piacere. Se A, B, C, . . . , D, sono ri- 
Bpettivamente gli aggregati che hanno dato origine ai numeri a, ^, y, . . . , S e se 
A', B'j C, . . . , D' sono gli stessi aggregati disposti secondo il nuovo ordine, 
già sappiamo (§ precedente, art. 2) che i due aggregati composti : 

AB CD ed A' WC' ...W' 

Bono fra loro coordinabiii. Essi hanno dunque lo stesso numero di elementi , 
cioè (art. 2) : 

a P t . . . S = «' P' "r' . . . 3' 



i. Se a, b, e, . . . , & ed a, ^, y, . . . , fi »ono dei numeri qualiiivogliano , il 
loro prodotto coincide col prodotto che n ottiene molUplicando il prodotto ab 
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e ... e pel prodotto Oi^y . . . 8 ; cioi : 

abc. . . e a^-f . . . & = {abc. ..e){a^1 . ..t). 
Siano infatti risp. 

A^ F, c", . . . , e; a*, B^ C^ . . . , D^ 
gli aggregati che hanno dato origine ai namerì 

a, ft, e, . . . , e, «, P, Tf, . ■ . , $ ■ 

Poiché (§ pvec.«« art. 3) l'aggregato composto ABC... E A' B' C . . . D 
è coordinabile all' aggregato (À B C". . . E )(a' B' C' . . . D') , il nomerò ori- 
ginato dal primo, che è appunto (art. 2) il prodotto abc...e a?T...S, 
coincider deve col numero originato dal secondo, cioè, per la definizione di pro- 
dotto, col prodotto del numero originato da ("a F ^ . . . S), che è a ft e ... e, 
pel numero originato da ( A' B' C . . . D') che è a ^ -f . . . S ; come d. d. 

5. E chiaro, per l teoremi dei dne precedenti artioollj che ogni numero de- 
ducibile mediante operazioni di moltiplicazione da certi numeri dati a, b, e, . . . , d, 
è rappresentabile sotto la forma 

(a o ... a) (6 6 ... 6) (e o ... e) ... (d d ... d) (l) 



cioè come il prodotto di una potenza del numero a per una potenza del nu- 
mero b, ecc. ; giacché sì chiama potenza m""" di on numero a il prodotto di m 
fattori tutti eguali ad a. 

La potenza m**"" di a si rappresenta col simbolo a"; a si chiama la bate 
ed m (che pub anche essere lo zero, nel qasl caso a° significherà l'unita) Vespa- 
nenie della potenza. 

L'espressione (1) può pertanto essere sostituita, con guadagno di brevità e 
di precisione, dal simbolo 

a" b" e' ... d*. (2) 

Le espressioni ottenibili con sole moltiplicazioni si possono considerare come 
le espressioni primordiali dell' algebra. Esse si chiamano espressioni monomi'^. 
L'espressione (2) sì riguarda come la forma pib semplice cui può ridursi ogni 
espressione monomia. 
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§ 7." — Riunione di aggregati — Somma di due numeri, 

l. Aggiungere ad un aggregato U an altro aggregato V (di oggetti di- 
atinti da qaelli di U) flignifloa foiinare un nuovo aggregato che abbia per ele- 
menti tatti gli elementi di U e tutti gli elementi di V, e non abbia altri ele- 
menii all' infuori di questi. 

L' aggregato cosi ottenuto si designerà col simbolo U, V ( o anche con 
if+V") e si dirà la riunione doÌ due aggregati; onde si potrà scrìvere: 



WsU , V=V , U. 



2. Se l'aggregato A i coordinabile all' aggregato A' e l' aggregato B a B', 
l'aggregato A, B è eoordinabile all' aggregato A', B'. La dimostrazione è ovvia, 

3. Ciò premesso, ci è lecito dare la seguente definizione : «e a e P sono due 
numeri qualunque, si chiamerà tomma di a e di p, e si indicherà con a -t- S, il 
numero originato dall'aggregato che ai ottiene aggiungendo alC aggregato di og- 
getti che ha originato a, V aggregato che ha originato B- 

Questa deSnisione 6 legittima, perchè, se invece dei due aggregati A e B 
originanti rlsp. i numeri a e p, «e ne prendano altri due A' e B' che diano orìgine 
a questi Stesai numeri , il numero originato da A, B sarà lo stesso di quello eri- 
gnato da X', B', essendo per l'art, preo. gli aggregati A, B^ ed A', B" fra loro 
coordiDabill. 

È chiaro che a + ^ = ^ + a, poiché l'aggregato A, B non differisce dall' ag- 
gregato B, A. 

§ 8." — Somma di piU numeri — Espressioni palinomie, 

l. Se Q, Q, U, . . . , W sono degli aggregati qualisi vogliano, il simbolo 

Q^.Q'.V,..., W (o l'equivalente q" ^ 0"+ U 4- . . . + w) 

rappreseoterà, secondo la convenzione generale fatta al § 5.° (art. 1), l'aggre- 
gato che si ottiene riunendo prima l'aggregato Q e l'aggregato Q, poi all'ag- 
gregato Q, ù cosi ottenuto riunendo 1' aggregato U, e cosi via. 

Similmente, se a, @, y, . . . , S sono dei numeri qualisivogliano, il simbolo 
a+p-l-K' + ... ^ i rappresenterà la somma finale che si ottiene sommando dap- 
prima a con ^, poi il risultato ottenuto con i, e cosi via. 
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i di diverbi aggregati i indipendente dall' ordine tecondo cui 
gli aggregati stesti vengono aggiunti successivamente. 
Goal, ad esempio : 



U, V, W, a 5 V, Q, U, W. 



E chiaro infatti che ogni elemento della prima rinnione bì trova come ele- 
mento anche nella seconda e viceversa. 

3. La rianione di diversi aggregati : 

v,v,...,a',W,Y^,...,W^, 

si può anche ottenere aggiungendo alla riunione U, V, . . , , Q la riunione U', 
V^ . . . , W^ Cioè : 

\T,y....,'q,W,v^.... , 'W' = {u,v,... , a") , ( u^ v^ . . . , w"')- 

È chiaro infatti, anche qnl, che ogni elemento dell'aggregato di destra è 
anche elemento dell'aggregato di sinistra e viceversa. 

4. Le dne precedenti proposizioni ci dicono rispettivamente che il simbolo 
di somma di più numeri, a+^ + y h . . . *■ S, definito come all'art. 1, gode della 
proprietà commutativa e della proprietà associativa. 

5. Se A, B, C, . . . , E sono gli elementi di un aggregato di oggetti e te nel- 
V espressione A, B, C, . . . , E si ponga in luogo di ogni lettera la cifra l e in 
luogo di ogni virgola il segno ->- , il simbolo numerico 1+1 + 1 + .,.+! cos\ 
ottenuto rappresenta la numerosità dell' aggregato. 

Infatti, poiché 1 + 1 è la niimerosìtfi dell'aggregato A , B, sarà (1 + 1) + I, 
cioè 1 + I + 1, la numerosità di (A , B), C, cioè di A , B , C, e cosi via. 

G. Il prodotto di due numeri qualunque m e [L è uguale alla somma di p. 
numeri tutti eguali ad m. 

Infatti, per iscrivere tatte le coppie che si possono formare (§ 5°, ari. 5) 
combinando nn elemento qualunque di un aggregato A,, A„ . . . , A„ di m og- 
getti con un elemento qualunque di un aggregato Bj, B^, . . . , B„ di |jl oggetti, 
basterà scrivere prima tutte le coppie che contengono B, (cioè un aggregato 
di m oggetti) poi tutte quelle che contengono B, (cioè un altro aggregato di m. 
oggetti), e cosi via. 

7. CoBOLLABio. — La somma di p. numeri eguali ad m è uguale alla somma 
di m numeri eguali a )i. 

Sappiamo infatti che m[i = [im. 

8. La somma di più monomii (§ 6°, art. 5) si chiama ^olfnomt'o. Il polinomio 
si distingae poi in binomio se è somma di dne soli monomii. trinomio se è la 
somma di tre, ecc. 
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I sìngeU monomii, la cai •omma forma il polinomio, ai dicono i tannini del 
polinomio. 

9. il rÌBuUato eha n ottiene oparando su etH^ UH fé a, b, o, . . , d pbiua 
con tale maltipHcazioni e poi con sol» addigfoui è un pelinomio ; « Mctpro- 
camenU. 

Infatti, il risaltato ottenuto ei preaenterA ^taralmente sotto forma di oca 
somma di monomii: 



dove eoi simbolo nommatorio 1 a[ vuol appunto signlScare una somma di espres- 
sioni analoghe a qnella messa in evidenza (dalla qnale si dedurranno variando 
opportanamente il sistema degli esponenti m, n, r, . . . , s). 

§ 9.0 — Proprietà distributiva detta ijioltipHcatìone — JUduzione 
delle espresfioni Tiaturali a forma polinotriia- 

1. Sa m , n , m sono namarì qaallaivogUano, ai ha : 

a(m + »)=«»» + «« , (m + n)a = mi f »« (1) 

ed ìq ciò consisto la costdetta proprietà, distributiva della moltiplicazione. 

É infatti evidente che , per comporre an aggregato U con an aggregato 
V, W riunione di V e di W, basta comporre U con V, poi TJ con W e riunire i 
multati. 

2. Dalle ( 1 ) segue agevolmente qaalaaq4e siano i numeri Oj , . . . , 
«« . fc, ■ ■ . , 6, : 



(o, + a, + . . . + a„)(ft, + 6, + . . . + 6„) = J] o, fc, . 



(aj 



Dal vasto qsMta formola ai può anche stabilire dirattamenta, iq modo quasi 
intniCiTO, per via paramento combinatoria, osservando che, se Ai , Aj , . . . , A^ 
, B^ , B^ , . . . , fi7 80°" degli aggregati di oggetti (quelli che hanno dato ori- 
gine risp. ai numeri Of , a^ . . . , a„, ò^, 6^ . . . , &„) si ha : 

(a^,a; A^ IX ,u,,..,,B^) a;b;,a;b,,a;^ a^b^ 

voL. xiiix. Ì8 
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3. Ogni esprettione ottenuta operando in un modo qualunque con un numero 
finito di moltiplicazioni e di addizioni aopra certi numeri (che possono regtare 
arbitrari e rappre$entarai quindi con delle templici lettere a, b, C, . . . , d, »i 
può tempre ridurre alla forma poUnomìa. 

^a*b» ef ... d». 

Questo teorema , che si deve rigaardare come il fondamento del calcolo 
algebrico, è una consegnenza della formola (2). Esso ei dimoBtrerA senza diffi- 
coltà, col principio dell' indazloue matematica, supponendolo gi& stabilito per 
qnelle eepresaioni che sono state ottenate con nn numero totale di addizioni e 
moltiplicazioni inferiore ad n , ed estendendolo quindi , mediante la (2), anche 
alle CEpressioni ottenute con n operazioni. 

4. Corollario. — i risultati che si ottengono operando sulle lettere a, b, e, 
. . . , d, in un modo qualunque, con addizioni e moltiplicazioni, ei poetano anche 
ottenere operando dapprima con sole moltìplicatìoni e poi con sole addizioni. 

Kitengo utile mettere esplicitamente in evidenza questa proposizione, costi- 
tuendo essa uno degli argomenti principali che si possono addurre a favore del- 
l'opportunità di dare all'operazione di moltiplicazione la precedenza sistematica 
su quella di addizione. 

§ 10." — : Osservazioni sul concetto di pkiha e di dopo — 
Enunciazione progressiva e progressioni. 

1. Se noi enunciamo uno per uno i singoli oggetti A, B, C, D, . . . , £ cbe 
costituiecono un certo aggregato, si dice che un certo oggetto, p. es, B, è stato 
enunciato prima (ovvero dopo) di un certo altro oggetto, p. ea. D, se, al mo- 
mento della ennnciazione di B , 1' oggetto D non era ancora stato (ovvero era 
gi& stato) enunciato. Questo concetto di prima e di dopo , come quello cbe è 
inerente al concetto stesso della enunciazione verbale di un aggregato di oggetti, 
ci si è già presentato spontaneamente a pib riprese nelle cose già trattate. Non 
ho però creduto opportuno richiamare su dì esso esplicitamente , prima d' ora, 
r attenzione del lettore , non avendo esso alcuna parte essenziale nei concetto 
puro e semplice di aggregato. Cosi , ad esemplo , noi concepiamo chiaramente 
l'aggregato di tutti i fiori che si trovano su una certa pianta senza che in qaesto 
concetto si venga ad insinuare alcun concetto di precedenza tra. V ano o 
i' altro flore- 
li concetto di prima e di dopo non ha dunque parte essenziale neanche 
nella teoria da noi svolta delle operazioni di composizione e di riunione ft-a 
due soli aggregati, e delle corrispondenti operazioni numeriche di moUiplica- 
zione e di addizione fra due nnmeri. 
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2. L' CD QD ciazi OD e verbAle cui si è testé acceuDato , si potrebbe chiamare, 
coD maggiore generalità e al tempo stesso con maggiore precisione di linguaggio, 
enunciaeione progressiva per distingnerla da altre possibili forme, verbali o non 
verbali, di enanciazioDe {p. ea. da qnolla fatta per parti qualisiTOgliaDO, anziché 
oggetto per oggetto). Essa è caratterizzata da qnesto che, dopo aver enunciato 
QDa certa parte degli oggetti di un aggregato, si enuncia un altro oggetto, del 
qa&le si dice , per conseguenza , che esso è stato enunciato dopo di ciascuno 
degli oggetti coatenati in quella parte e prima di tutti i rimanenti oggetti del- 
l'aggregato. Si verìfica quindi che: se un certo oggetto P è stato enunciato prima 
di HB certo altro oggetto Q e Q prima di E, l'oggetto P sarà anche stato enun- 
ciato prima di R. 

3. Un aggregato U si dirà costituito in progressione quando sia etata fissata 
una legge (Ugge di progressione) In virtù della quale, scelti a piacere due ele- 
menti dì n, sia definito in modo ben determinato quale dei dne venga prima 
dell' altro, e quando la legge sia tale che , se un elemento A venga dicbiarato 
precedente a B e B precedente a C, l'elemento A venga anche dichiarato pre- 
cedente a C. 

Qualunque aggregato si pad disporre in progressione, bastando a tale og- 
getto di farne l' enunciazione progressiva in uno qualunque dei vari modi pos- 
sibili. La possibilità di una siffatta enunciazione 6 per noi in qualche modo ine- 
rente al concetto alesso dì aggregato finito. Passiamo a vedere come : recipro- 
camente , ogni progressione finita corrisponde ad una particolare enunciazione 
progressiva dell'aggregato dei suoi elementi. 

4. A tale oggetto basterà dimostrare che fra gli elementi di un aggregato 
U costituito in progr^ione ve ne ha necessariamente uno che è il pruio, cioi 
non i preceduto da alcun altro elemento. Invero, una volta dimostrato che nel- 
l'aggregato U vi è QD elemento A che è il primo di tutti, s' imaginerà tolto da 
U quest' elemento. L' aggregato residuo U' si troverà evidentemente ancora ia 
progressione e di questa vi sarà un elemento B che è il primo di tutti. Tolto 
i Boa volta da 0* l'elemento B, resterà similmente una progressione residua 
Ù^con cu certo primo elemento C, e cosi via. Enunciando uno dopo l'altro 
gli elementi A, B, C, ... che cosi di mano in mano s'incontrano, si finirà per 
enunciare l' intero aggregato U e la precedenza nella enauciazlone coinciderà 
esattamente con la precedenza presunta nella progressione. 

Supposto ora, se è possibile, che nessuno degli elementi di U sia il primo, 
preso a piacere un elemento A di U, esisterà almeno nn elemento B che lo pre- 
cede; similmente, poiché B non è il primo, esisterà almeno un elemento C 
che precede B (e quindi per le ipotesi falle anche Ar, » sua volta sarà pre- 
ceduto almeno da un elemento D il quale, dovendo per conseguunza precedere 
anche A e B sarà difTerente da essi. Cosi procedendo si darebbe luogo ad una 
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» A, B, e, D, ... di elementi df Ù, che non avrebbe iiikI fine, il che 
è assurdo poich6 Ì'&ggtegd.to V, essendo Anito, ammette almeno un'enunciazione 
progressiva finita e quindi ogni altra possibile enunciazione progressiva dev'es- 
sere (§ 2o, art. 5) del pari finita. 

5. Se certi aggregati godono della proprietà che, di due qualunque fra e$ri, 
uno è contenuto nell'altro, etai si possono costituire in progressione dichiarando 
precedente, fra due qucUunque di essi, quello che è contenuto nell'altro. 

Infatti, se un aggregato U è contenuto io un aggregato V e 1' aggregato 
V è contenuto a sua volta in W, l'aggregato U è anche evidentemente con- 
tenuto in W. 

§ 11.0 — Suoceteione naturale dei numeri — Ds/tnitiont 
di maggiore e minore. 

1. Da quanto si 6 visto all' arr. 9 del § 'Jo segue manifestamente, dopo la 
definizione da noi data dei numeri naturali, cbe : se A, B, C, D, . . . tono degli 
oggetti qualiBivcgliano, i numeri ort^naei dagli aggregati : 

(I) A A,B A,B,0 A,B,0,D 

che ti rappresenteranno risp. coi simboli numerici : 

1,2,3,4,... 

soiio tutti distinti fra loro. •■ 

La progressione illimitaU di numeri cosi generati prende il nome di èucces- 
sione naturale dei numeri naturali. 

2. È appena necessario far rilevare cbe non eeittono tUtri numeri nattirali 
oltre queUi compresi nella successione niUuralt. Invero ogni numero 6 originato 
da un aggregalo di oggetti, ed ogni aggregato è evidentemente coordinabila ad 
uno degli aggregati (I). 

3. Secondoch6 un numero a. ai presenta, nella successione naturale, prima 
o dopo di un altro numero ^, s! dice rispettivamente che esso 6 minore ovvero 
maggiore dì ^, scrivendosi nel primo caso a <- ^ e nel secondo a ^ ^. Dalle due 
diseguaglianze i < ^ e ^ < ^ segue oi<^. 

i. Se a i un numero qualunque, U numero dei numeri della succBssione na- 
turale che non sono maggiori di &i è lo stesto numero a. 

Sia infatti A, B, C, . . . , B, G qnello degli aggregati (I) che da origine al 
numero s. I aomeri non maggiori di a essendo quelli nriginati dagli aggregati 

A A,B A,B,C A,B,G, . . , E A,B,C, . . , E,G, 
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fi loro Aggregato è evidentemente coordinabfle all'aggregato 

A,B,C,...,E,G 
e. d. d. 

5. H numero a * ^ Ì queUo che segue, di ^ po»ti, il numero a netta tucces- 
none tuUurale dei numeri. 

Invero, se nella snccessione fondamentale di aggregati (I), che genera la 
toccessfone naturale dei nameri, aia U I' aggregato che dà origine ad a, l'ag- 
gregato che lo segue di ^ posti , si ottiene aggiungendo ad U altri p oggetti o, 
che è la stessa cosa, un aggregato V di ^ oggetti. Il numero che saccede ad 
a dopo ^ poeti è dunque generato dall' aggregato U, V, ed il numero originato 
da U, V * apptinto a + p. 

6. Se un aggregato U * parte (o coordinabile ad una parte) di un altro ag- 
gregato W, il numero originato da U i minore di quello originato da W. 

8Ìaoo infatti risp. U'e W quelli Ara gli aggregati della progressione (I) che 
sono coordinabili ad U e W ; e supponiamo, Be è possibile, che W non si trovi 
Bcntto dopo di U'; cio6 che W'sia coutenato in U'. Nella coordinazione di 
W a W alta parte U di W corriaponderà evidentemente una parte V di W. 
D'altra ptane V ed W , essendo entrambi coordinabili ad U, saranno anche oo- 
ordinabili ft-a loro. Ora cib è aMurdo (g *2«, art 8) , polche V% essendo parte 
di W obe è contenuto in U', è evidentemente parte di U'. 

T. Se a , b , e tono tre numeri tfuatunque ed a > b, anche oa > Db, « ndpro- 
camenfs. Così pure è a + ob + c, e reciprocamente. 

Omettiamo la dimostrazione di questi due teoremi che sono una facile con- 
seguenza della definizione di maggiore, della definizione di prodotto (o di somma) 
e del teorema dell'art, precedente. 

§ 12.0 — Appendice. 

1. La definizione di maggiore e nttnore si può fondare, anzichb sol concetto di 
prima e di dopo, sa quello, da noi già aceonnato (§ 2"), di parte di un aggre- 
gato, 0, meglio, enl concetto di subordinabilità degli aggregati. Poehi cenni aa- 
ruino sufficienti a tracciare la via da seguini quando si voglia addottare questo 
secondo metodo di definizione, il quale, benché men semplice del precedente, è 
però forse ad esso preferibile dal punto di vista sistematico , come quello che 
sembra fondarsi su concetti piti primitivi. 

Un aggregato U si dirà tubordinabile ad un altro aggregato W, quando 
U sia coordinabile ad una parte di W (e quindi , in particolare , quando U 
sia esso stesso parte di W). 
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S. Ciò premesso , si Ìncoiniacier& eoo completare il teorema del § 2'^ (arti- 
colo 8) come segae : un aggregato non può essere né coordinabile ni «u&ordt- 
nabile ad una saa parte. 

Si stabiliranno poi senza difficoltà le proposizioni che seguono, delle qoali 
ci limitiamo a dare ì soli enonciati. 

a) Se nn aggregato U è sabordinabìle ad un aggregato W , ogni ag- 
gregato coordlnabile ad U è del pari sabordinabìle a W. 

b) Se im aggregato U è snbordinabile ad on aggregato W, esBO è anche 
snbordinabile ad ogni aggregato coordinabile a W. 

e) Se on aggregato U è sabordinabìle ad an aggregato W, l'aggregato 
W DOQ è né coordinabilc, né sabordinabìle ad U. 

rf) Se due aggregati non sono coordinabili , ano di essi è sabordinabìle 
all' altro. 

e) Se un aggregato U é subordinabile ad nn aggregato W o l'aggregato 
W 6 subordinabile ad un altro aggregato Q, anche U è snbordinabile ad il. 

3. Siano ora a e ^ due numeri originati risp. da certi due aggregati A e B 
Se questi due aggregati non sono coordinabili fVa loro (cosicché i simboli nu- 
merici a e fi rappreBcnteranno due numeri distinti) , uno di essi sarà (secondo 
la proposizione d) subordinabile all'altro. Se sia, per es. , A subordinabile a B, 
noi diremo che il numero a b minore del numero ^, o anche che ^ b maggiore 
del nomerò a. 

Questa definizione è legittima, poiché, se A' e B' sono altri aggregati origi- 
nanti risp. gli stessi numeri a e ^, sarà A' coordinabile ad A e B' coordinabiie 
a B ; qaìndi , come A è sabordinabìle a B, cosi sarà del pari (propoaizioai a e b) 
A' sabordinabìle a B . 

Dall' esaere A subordinabile a B segae (prop. e) che B non ò né coordinabiie 
uè subordÌDabile ad A. Qaindi : $e un numero a è minore di un numero p, non 
può esaere ^ egitale o minore di a. 

4. Si stabilirà poi immediatamente che se un numero a è minore di ^ e ^ 
i minore di y, è anche a minore di y. 

Infatti, se A, B, G sono gli aggregati che danno origine risp. ai naiDeri 
tt, p, t, dall'essere A snbordinabile a B e B subordinabile a C segue (prop. e) che 
A 6 anche subordinabile a C. 
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SU D' UNA EQUAZIONE ALGEBRICA 



Oott. QIACOMO CANDIDO. 



(i termini in x cesaaao quando l'esponente diviene negativo) , ponendo 



diviene 

a" + ^* + 6 = , 

che sar& [dentioamente verificata quando si faccia 



'^tlu-Y • ?=\/-»- 



(H) 
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epperò 



-\/4W|-«-W-|-n/t-»-- 



(IH) 



Id ciò ohe segue porremo 2c i fr p«r comodità di calcolo, ed indicando con 
)} e 9 le radici mBstmo aritmetiche delle qoantitit 

- o + Ve» - a" , - e - ,/c» - a" , 

con (0 nna radice m"i°u propria dell'anità ; per cai le radici della (I) saranno 
date dall'espressione 

>jw'' + Ow* 

dove |i e V debbono ricevere tatti i valori interi che soddisfanno alla relazione 

(» + V = m. 

Distingalaoio pertanto il caso di m dispari da quello di m pari. 

lo caso , m = 2A: — 1. 
Se e» ~ a" = , doTrft essere anche a > e si ftTr& snccessivamente 

e ± 'jc* — a" - - e ±i i/a* — e' -- p (cos y + i sen^f) , 
da coi 

_ ce 
p» = a" , cosr = = 

' at 

ed avremo quindi 

■ ■ — ■ - Y + 2iit - Y f 2 Zi: 

a = -Jp (cosf + i scD-j) = a* cos 1- ia* sen ■= , 

« ",-7 : : 4 Y + 2ZTt . ; Y + 2Zlt 

p ^ VP (cosT — t seni;) = <a cos ^ ta' sen = 

epperò 

a + pe 2of cosi 



T + 2Ìit 
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Questa espressione d& tutte le radici delta (I) (facendo Z = 0,l,...,in-Ll 
e mostra che esse — nel cebo considerato — sono tutte reali. ica»o irreduttibile). 

Se e» - a" = , si avrà f (x) = (cc+ 2o) ^*(a;) = e le radici della (I) a 
x= -- 2e e le altre si otterranno dalla equazione i|;(j;) = 0. 

Alla cura del lettore la verifica di questo caso. 

Applieaxione. Per m = 3 ai ba la cubica 

f(x) =x»-3aaì + b = Q 
di cui le radici sono date, secondo quanto precede, ecc.... da 

deduce, se la f(x) = ba la forma x* + px + q 
loluzione 

t t 

V 2^4^ 27 V 2 '427 
e da quanto precede risulta 

Se e» — fl* > 0, ossia 4" + 27 ^ "^ '* cubica ba una radice reale e due com- 
pleese coniugate. 

Se e» - a' = 0, ossia ^ + ^=0 la cubica ba le radici x^=-b ed a!,=a,=~ ^. 

Se c*-a' < 0, ossia y + f;^ < la cubica ha tutto le radici reali. 
Per n» = 7 e e* — a' = si ba 

2*. caso , m = 2k. 

3e c»-o">0, e oO allora le radici della (I) sono date da 



e da questa si deduce, se la f(x) = ba la forma x* + px + q = , la formola 
cardanica di risoluzione 



Vii + Vft H eoa it 4 



VOL. uziz. 
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(facendo BDcceBaÌTamente «ce....] ed in questo caso ni cooclnde che esie tono tutte 
compiette coniugate. 

Se e' — a" > e e < , allora }>0 e fl>Oe si avranno quattro radici 

i V Vi ± v'S I e le altre m — 4 saranno date dalla forinola, come sopra, ijw'^-t-ta^O, 

dove ^ e M devono ricevere tatti qoel valori interi che soddisfanno alla rela- 
zione (1 + V = m — 4. 

Se e* — a" < ed a SO ei ha 



— c±i Va" — e* = p (oos-]; ± i sen -j) 

e procedendo come sopra si perviene alla conclusione che la (I) ha in tal caso 
tutte te sue radici reali. 

L'equazione aj* - 3 = 3x' (2aj* — 3) , (F. Gindice), si rldnce all'altra 

a::*-6a!*+9a!»-3 = 0. 
Che si dednce dalla (I) qaando si faccia 7n = 6,a--l,b = — 1 ha 

e le sne radici sono reati e precisamente 

X, = ± 2 eoa 10» = ± 1,96961 , a;, = ± 2 eoa 70" ± 0,68404 , 
CS, = ± 260850» = ± 1 ,28557. 

Se e* — a"=:0 è facile vedere fp. e. per mezzo delle funzioni numeriche) 
che la (I) si riduce alla forma 9*(3j) =0. In tal caso se A: è pari, ossia t7»=4A, , 
la f(x) = non ammetterà radici nnlle e per A- 21;, -1 si avrà f{x) ~a^*ix)=0 
e la (I) avrà due radici nnlle. 

Nel caso considerato , per m = 6 si ha 

f{x) = a:» - 6 £0* e* - 9 ac* e» = X* (x' - 3c*j' ^ 
e per m = 8 

f{x) = a^ 8<p« e* + 20 (T* e* - 16 X* c« + 4 e* = (te* - 4c' se* + 2c*)» = 0. 
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Osservatioai. 1.* Da quanto precede sì può dedarre la seguente proposl- 
zioDe di f agnani : 
L' equazione 

(a? + -Jx* —p*)" +{x- Vaj» -p*)" = 2^"-* q 

ha, una radice espressa dalla formola 



2.» Si pni!) osservare che la risoluzione delia (I) pu6 farsi dipendere da 
quella del sistema a;," +- aj,"' = — b , ìt, ai, = a , costruendo tJj -t- a;,. 
3.* Lo studio della trasformazione 



si connette alla riaolnzìone della (I). 



CONCORSO A PREMIO 



L'Accademia di Scit-nze Fisiche e Matematiche della Società Reale di Na- 
poli conferirà un premio di tire 500 all'autore della migliore Memoria che porterà 
qoalcbe contributo notevole alta teoria invariantiva della forma ternaria biqua- 
dratica, preferibilmente per quanto riguarda le varie condizioni di spezzamento 
ìd forme inferiori. 

CONDIZIONI 

1. Le Memorie dovranno essere scritte in italiano, latino o francese ed essere 
inviate al segretario dell'Accademia non più tardi del 31 Marzo 1902. 

2. Esse non porteraimo il nome dell'autore, ma saranno distinte con un 
motto, il quale dovrà essere ripetuto sopra ana scheda suggellata, che conterrà 
il nome dell'autore. 

3. Le schede della Memoria premiata e di quelle che avranno ottenuto l'ac- 
CM$it, saranno aperte dal Presidente nell' adunanza generale , che avrà luogo 
nella prima domenica del 1903. 

4. La Memoria premiata sarà pubblicata negli Atti dell'Accademia, e l'autore 
ne avrà cento copie. 

5. Tutte le Memorie inviate pel concorso al premio si conserveranno nel- 
l'archivio dell'Accademia, e soltanto si permetterà di estrarne copia a chi le 
avrà presentate. 
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SULLA RICEKCA DELLK CURVK TAUTOCRONK 

COEEISPONDENTI AD DNA DATA LEGGE DI FORZA CENTRALE 
NOTA 

DI 

VITTORIO NOBILE. 



1. Nel caso In cai le forze sollecitanti un ponto materiale dipendono boIo 
dalla posizione di questo ponto nello spazio è noto che, data nna certa curva 
ed assoggettando il punto a percorrerla , la condizione necessaria e snffioiente 
perchè si abbia il movimento tautocrono rispetto ad an certo pnnto fisso è 

F, ^ - *■. (1) 

dove P, è la somma delle componenti delle forze esterne secondo la tangente, 
k una costante reale ed > l'arco corrispondente alla posizione del pnnto mobile 
sulla curva, contato a partire dal punto di tautocronismo. 

A questa equazione, insufficiente a risolvere il problema della ricerca delle 
tautocrone per nna data legge di forza nello spazio a tre dimensioni, 6 neces- 
sario aggiungere un altra condizione per rendere il problema determinato ; si 
può, per esempio, assoggettare la curva a giacere sopra una saperflcie data. 
Questa superficie può, in particolare, essere un piano nel qoal caso la soluzione 
del problema, in coordinate cartesiane dipende dalla integrazione del sistema 



(^)'^©"=' 
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dove X ed Y sono le somme delle compoDenti delle forze appliCHte al ponto 
secondo gli assi Oa; ed Oj/. Nel caso in cai la forza è nna attrazione o nna re- 
pnlsiODe emanante da on centro fisso nel piano della curva e la sua intensità 
è fonzione solamente della distanza del ponto mobile dal centro, è noto che la 
integrazione del sistema di eqnazioni differenziali da cai dipende 11 problema , 
Bì ridace alle qaadratare. Questo caso io mi propongo di stadiare servendomi 
del metodo intrinseco. 

2. Per veder sabito il vantaggio che ottn qaesto metodo nello stadio del 
caso in questione, eBaminlamo la soluzione che ordinariamente vien data al pro- 
blema usando coordinate polari, ma cominciamo col premettere qualche avver- 
tenza atile ad evitare ambiguità nelle notazioni. 

Ponendo il polo nel centro fisso, chiamiamo ft l'angolo ohe la tangente alla 
corva fa col raggio vettore però, siccome quest'ultima retta , supposta limitata 
al suo ponto d'intersezione colla curva, fa con la tangente due angoli supple- 
mentari, noi sceglieremo qnello compreso fra la porzione considerata del raggio 
vettore e la semi-tangente positiva (diretta nel senso degli archi crescenti), 
ovvero, precisando meglio, l'angolo di cui deve ruotare la semi-tangente positiva 
nel senso delle iaucette di un orologio, per sovrapporsi alla porzione considerata 
del raggio vettore. 

Ciò posto si ha evidentemente 



(2) 



Inoltre, se indichiamo con ^(r) la forza emanante dal centro fisso, se con- 
veniamo di considerarla positiva o negativa secondo che è repulsiva od atlrat- 
tiva e di considerare la componente tangenziale F, positiva o negativa secondo 
che è diretta nel senso degli archi crescenti o decrescenti, quest'ultima quantità 
dovrà essere espressa da — /'(r)cos6, come si vede facilmente facendo una fi- 
gura e tenendo presente la convenzione fatta. Allora la formola fondamentale 
(1) diventa 

/ (r) 008 (! = **«, 

ossia , per la (2) , 



Essendo r^ i! raggio vettore corrispondente al punto di tautocronismo (*=0(, 
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D(r)=J ' nr) ir, 



abbiamo, ÌDtegraDdo la (3) 
doods 



•-^rm- <»'' 



Con questa eguaglianza e tenendo presente l'espressione tis' = dr* + r*dT* 
ottiene immediatamente l'equazione differenziale della curva cercata (') 



1* / 1 



U"(r ) 



3. Per ottenere l'eqnaziODe in tennini finiti dobbiamo effettaare due qaa- 
dratnre, delle quali ia prima, necesearìa per avere U(r}, non presenta gravi 
difficoltà in molti ed importanti cael che s'incontrano nelle applicazioni pratiche 
(basterà citare la claese estesissima dei problemi nei quali f{r) è una funzione 
algebrica razionale), mentre la seconda, per la presenza di irrazlODalltà sotto 11 
segno d'integrazione , non conduce all'equazione finita della curva che In casi 
rarlBBlml ed anche quando M .t) è una fanzione algebrica razionale di forma 
molto semplice, ci trofismo di ft-onte ad integrali iperelltttlcl. 

È appunto questa seconda quadratura che si evita col metodo che mi pro- 
pongo di seguire, poiché, effettuata la prima, si ortiene l'equazione intrinseca, 
della tautocrona per vìa di semplici derivazioni ed eliminazioni. 

4. Conservando ad r e 6 il significato precedente ed assumendo come assi 
coordinati mobili la tangente e la normale alla curva abbiamo, oltre alla con- 
dizione di tautocronismo 

/*(»■) cosfl = ifc's , 



(*) Lo studio di queste curve è stato fatto, col metodo ordinario, da Fnìseux 
(Journal de LiouvMle t. IX , 1844). La nostra formola (3) figura nella Memoria del 
Puieeux con un cambiamento dì segno, da attribuirsi al fatto che l'autore considera 
invece la f{r) potitiva o negativa seconda che la fona è attrattiva o rapnlsiva. 
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le condizioni di immobilità {*) del centro delle forze 



dove p è il rai^io di carvatnra. 
Ponendo, per brevìtii , 

ds ' da* 

e derìraDdo la prima delle (4) , abbiamo 



•(■ 



'Mn « 1 ^ 



Da questa forinola, Bostitnendo "Jl —r"* a sen , si trae 

P r VI - r'* 

Se la forma dejla funzione V<t) permettesse di esprimere in o^i caso la 
r ÌB fnnzione esplicita di a, qnest'altima eguaglianza fornirebbe senz'altro l'equa- 
zione intrinseca della curva. Ma ciò 6 Bolo possibile in pochissimi casi ; quello 
che si pnò sempre fare nel caso generale è dì esprimere p in funzione esplicita 
di r, scopo che si raggiunge con soli calcoli algebrici e di derivazione. 

Difattì, notiamo che fa {S) sì pub scrivere 



Se Immaginiamo la qaaDtit& in parentesi espressa in funzione della varia- 
bile r, la quale a sua volta è funzione dì s definita dulia equazione 2U(r) - fe*>', 



(<) Cesare. Lezioni di Osouctria intrinaeca, pag. 
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abbiamo 

qQiodi 

Ora dalla (3) Bl ricava 



' - fir) ~ U'(r) ' 



f r * \ V l - « gs(f)/ 
Qaeata eguaglianza, insieme all'altra 

. = !_ VU(r), 

permette di fare in ogni caso Io studio intrinseco della cnrra. 

5. Sapponiamo, per esempio, f{r) - mr , cioè la forza proporzionale alla di- 
stanza. Allora abbiamo 

D(<-) = |- (<■.'-••■) , «;V=i»(r,'-r'), 

COB le quali fonnole bI esprìme facilmente p in ftinzìone di », e Bì trova 

1 *» + m 



, dopo aver pOBto 



" t»(fc» + m) ' 



(60 



(7) 
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Abbiamo l'equazione 



Vi sono a distingaere dae casi secondochè tn è positivo o negativo. 

I" caso , tn > 0. Allora a* < ^*, e la curva è ana epicicloide. Questo è il caso 
ÌQ coi la forza è repulsiva. Le tangenti cuspidali concorrono, come è noto, in 
un punto P della normale condotta all'orìgine degli arcbi (« = 0). La distanza 
di P dall'origine è 



Introducendo 1 valori (7) si trova agevolmente S = r,,. Dnnque : le tangenti 
cuspidali concorrono nel centro donde emana la forza. Vedremo più oltre che 
questa è una proprietà, generale della classe di tautocrone della quale ci oc- 
capiamo. 

2* caso , m < 0. La forza è attrattiva e , se m è in valore assoluto minore 
dì fc> , bI ha a* > ^* e la cnrva b una Ipocicloide , se m è superiore , in valore 
assolato, a ib* si ha una cnrva del tipo psendocicloidale. 

Supponiamo infine m= -k*, allora la (6') ci mostra che, per qualunque va- 
lore finito di 9, facendo tendere ifc* + m a zero p cresce oltre ogni limite. Quindi 
la tautocrona è in questo caso una retta. 

Quando r^ = 0, cioè quando il centro delle forze coincide co) punto di tau- 
tocronismo, abbiamo, ponendo Ir + m = X 

kit 

. ''^-^ 

equazione che rappresenta una coppia di spirali logaritmiche, reali od immagl- 
Darie secondo che X è negativo o positivo. Perchè siano reali la forza deve es- 
ser dunque attrattiva ed m < -- k*. 

6. Non è lo scopo della presente nota il fare la discussione intrinseca della 
tautocroDa In base alle equazioni trovate (.9') e (6) ; questo è uno studio che non 
puft farsi brevemente quando si voglia restare nel caso generale e non fare 
ipotesi troppo restrittive sulla forma delle funzioni U(r) ; di ci6 mi occuperò , 
forse, in nn prossimo lavoro. Dimostriamo però la proprietà già annunziata che 
cioè : le tangenti cuspidali della tautocrona concorrono nel centro attraente. 
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Abbiamo l'eqaazioae 

dr _^ 

d.* f{r)' 

Ift qaale, fntsf^ata, fkr«bbe conoscere r in ftinzlone di », La forma eeplfcfta di qnesta 
fanzfon», In generale, ci è ignoto; sappiamo solameDte ohe in nn certo ponto della 



In questo punto dovrìi etsere anche f\r)^Tpk*tg che è ana quantità finita e 
diversa da zero. In generale. Supponendo aduuqae ohe oell' intorno del detto 



damentale di Canch; sulle equazioni differenziali, sappiamo che esiste una fan- 
ziooe sola r(«) olomorfa intorpo al valore «^ che verifica la equazione prece- 
dente e prende, per a »t, U valore r,. Si avr& quindi ano sviluppo della forma 

r — r, = ± (i - «„) + a(M - «,)» + . . . (8) 

Si vede allor* agevolmente che nelle vicinanze di «, la funzione 



è anche essa olomorfa e diversa da zero. D'altra parte lo sviluppo (8) ci mo- 
stra che \/l — r" si può esprimere con una serie della forma 



avremo quindi, nelle vicinanze di < - s,, , 

essendo F(a) olomorfa e diversa da zero per s = v Sotto qnesta forma risalta 
evidente (') la proprietà che sì doveva dimostrare. 



(*) Cesàro. Lezioni di Geometrìa intrìaseca , pag. 9. 
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7. Problema inverso. Il problema di determinare la legge di forza centrale 
per la quale una curva dau è taatucrona , dipende dalla integrazione dì nna 
equazione differenziale di secondo ordine. Difattì l' equazione della curva , in 

virtb della egnaglianza (30 si paò scrivere — = i^ [?(f M essendo nota la fan 

zione 4* 3 ^^) ~ VU(r). Allora, per conoscere f(r) e quindi la legge secondo la 
quale agisce la forza, bisogna integrare la seguente equazione 



^*[,wi=;,('v/.-,-!r^)) 



Sapponiamo, per trattare un esemplo, che la tantoerona sia circolare: al- 
lora p è costante e, chiamando C la oarratnra del cerchio, abbiamo 



'(W'-^)- 



Intonando una prima volta , e chiamando C, una costante arbitraria ab- 
biamo 



^■'— V'-^ 



(IO) 



Sostìtaendo -JV^r) a f(ri, ed, indicando con A nna seconda costante, 
biamo 



•I-i 



.' V4r" -«>• + » 0,)" 



QniQdi , a riduzioni fatte , 

j(I^/CJ(ò=^Ìr"csen ^'-'-^ti^'> .A .11) 

t ^ 2^/1 --2 ce. 

La cosiaote A si pnò determinare osservando che il primo membro b eguale 
ad « e ponendo nella (11) e = , r rj. Possiamo scegliere ad arbitrio il segno 
del primo termine del secondo membro poiché il valore della costante A verrft 
poi determinato in eonseguenza; assumeremo qaindi il segno -t-. Per determi- 
nare poi la costante C, notiamo che, essendo ^(r)= ^U(r), si ha 



1 2 ^{r} 
,'(r)' Ù'(rr 
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(10) si trae 

fc» 4r» - {Or* + 2C,)> 



29" (r) 



e si vede che basta prendere C, =±r, - — r^' (*) se r^=\-0, e C, = Ofler,= 

perchè la suddetta relazione Bia reriflcata. 

Sapponendo che il centro attraente Don stia sulla circonferenza cioè r =|= 0, 

ritenendo il primo dei due valori di C, e ponendo p- invece di C, la (11) di- 
venta 

essendo B il raggio della tautocrona circolare. La costante A si determina ri- 

Setteudo che il primo membro si aonalla per r = r^, quindi A = - — R, 

In modo perfettamente analogo si procede partendo dall'altro valore di C,; 
otteniamo cosi le due espressioni distinte 

n/"2 ■rTr\ D »■* - (n - R)* - B* « „ 



(12) 



entrambe rispondenti al problema. Prendendo uno qualunque del due valori cbe 
risultano per V(r), derivando rispetto ad r e cambiando il segno alla derivata 



(•) Questi valori della costante C, si potrebbero anche ottenere ponendo nella 
k* 
(10) »' = *■„ o a tt/ \ ^ ^ ' P®*"^ questo procedimento non è rigoroso perchè suppone 

a priori che sia U'(»*o) "I- 0, oppure che, annullandosi contemporaneamente U(rp) ed 
V(r^, l'ordine di mnltiplicità della radice r, sia maggiore in D(rg). 
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abbiamo ana funzione /(r) che rappreBenta ana legge di forza alla quale cor- 
riapOBde la tautocrona circolare. 

Per vedere a che cosa corrìspoodooo le due espreseioni diverse di U(r) , 
notiamo ohe il primo membro delle equazioni (11) è eguale ad », allora , cffet- 
tnaodo r Inversione, abbiamo 

*•' = ÌTq - W + B* + 2R {ro - E) eoe -|- (13) 



r' = (ro + E)* -i E» - 2E{ro + B) C08 ^. 
La prima di queste eguaglianze possiamo scriverla in due modi diversi 
r* = E* + (R - r,)* - 2R (E ~ rj cos ^ 

r» = E» + (r, - E)» - 2E(r, - E) eoe {n - ~\ . 

Di queste ultime espressioni la prima dà la distanza di un punto F , interno 
&Ila circonferenza dì raggio E, ad nu punto di questa circonferenza corriapon- 
dente al valore s dell'arco contato a partire da quell'estremo del diametro pas- 
sante per F che è piti vicino a questo punto. 

La seconda espressione corrisponde a due casi : 

1*) il punto P è intemo al cerchio, ma l'origine degli archi è l'altro estre- 
mo del diametro passante per P : quello pii!i lontano da questo punto. 

2**) il punto P è esterno al cerchio e l' orlgiue degli archi 6 situata in 
qael punto della circonferenza che sta alla distanza massima da F. 

La seconda delle (13j corrisponde al mio caso in cui F è esterno al cer- 
chio e l'origine è quel punto della circonferenza situato alla minima distanza 
da P. 

Elaseumendo adunque , la legge di forza che si deduce dalla prima delle 
(12) corrisponde ai seguenti casi: 

a) U centro P donde emana la fona è interno al cerchio ed il punto di 
tautocronitmo è uno qualunque degli ettremi del diametro passante per P. 

b) Il centro P i estemo al cerchio ed il punto di tautocronismo è quel 
puuto della circonferenza situato alla massima distanza da P. 

La legge di forza che si deduce dalla seconda delle (12) corrisponde al 
solo caso in cui : Il punto F è esterno al cerchio ed il punto di tautocronismo 
i quel punto della circonferenza situato alla distanza minima da P. 
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La forza ^(r) nel dae casi è data dalle forinole 

, , 2fe»Br' r._(r„_K)»-R* 
fyr) = are cos — — 

(14) 

r(r) = - ^^'^'^ are cos^' ' ^'■'>-'-?^'^'~-'± 

%/4r»E'-(r»- r,»-2Ero)' 2E(r,+R) 

Queste forinole si semplificano e coincidono qaando r, = 0, cioè quando il 
centro donde emana la forza coincide col panto di tautocronismo, ma il risul- 
tato al qnale si giunga non presenta nalla di notevole, tanto più che pnò otte- 
nersi pib direttamente dalla equazione (3} , sapendo che 



r«.2R'(l-C08^). 
Napoli, Novembre 1900. 
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SD ALCUNI SVILUPPI DEGL'INTEGRALI DELL'EQUAZIONE 



d*F d*F d*F „ 

- 5 + rT+^ =0 



Dott. LORENZO DE SANCTIS. 



§. 1. In QD precedente mio lavoro, inserilo ne g\i Annali di Matematica (*}, 
trattando delle proprietà delle fanzìoni armoniche in analogia con le proprÌet& 
delle fujitioni di una variabile completaa, mi sono oerrito dì alcuni teoremi re- 
lativi agli sviluppi di dette fauzioni, in campi limitati da nna aaperficie sferica 
da dna sfere concentriche; qui torno ora sa quegli svllappi per darne delle 
dimostrazioni rigorose, fondate solle proprietà delle funzioni sferiche, e notarne 
alcane generalizzazioni. 




Consideriamo nna sfera 8 nella quale sia definita nna funzione F[x , y , z) 
liniu, continua, con le sue derivate, e soddisfacente all'equazione : 



(*) Tomo IV della serie III, pag. 16 1 e aegueoti. 
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sapponiamo pure che la nostra ftinzione eoddisfl alle condizioni poste, anche 
sulla saperflcie S (vedremo snhito che questa restrizione pnò essere tolta) e 
sappoolamo che il centro della sfera sia stato preso come origine delle coordinate. 
Allora se chiamiamo ti' ^ {x' , j/ , z') nn ponto intemo alla sfera, pel teo- 
rema dì Green, si avrà. : 



.(..,y„, = i//(.|?-.??). 



dove Indichiamo con — , la derivata presa aocondo la normale esterna alla 

sfera e con R l'inversa della distanza del ponto M' ^ (x' , y' , ■'} da un ponto 
ìi^lx ,y , z) variabile sulla saperflcie sferica 8 , onde : 



V(x - a:')» + {y- y')' + (z - zT 
Se chiamiamo r e p le distanze di M' e di M dal centro e y 1' angolo 

A 

U'OM avremo manifestamente: 

„ 1 1 1 



Vr* + p* - 2** p cos Tf P 
e sarà allora : 

coSY 



ccx' + yy' + es' 



per potenze intiere e 
P„(cosY) essendo un polinomio di Legendre. 
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Costraiamo allora tt— , poiché la superficie S è una sfera si ha ;— = ^r- 
dn' '^ *^ e» 3p 

quindi : 



dn ' 



■ S '"* + 1)^, p»(«™y) 



come deriva dall'osservare che, spOBUndosi il pante K sulla normale alla sfera, 
r e CO87 restano inalterati e quindi 4«voiio essere pensati come costanti nella 
derivazione rispetto a p. 
Risalta allora che : 






Se consideriamo r*"P„(co8if) eome funzione di as' , y' , «* è un polinomio 
V. <x' , p' , e') (*) e se noi moltiplichiamo questo polinomio per l'espressione : 



la quale non dipende da a;',y';e' benst solo da ar.-y , z, noi otleBiaioo un 
nuovo polinomio che non avrà naturalmente più gli stessi coefficienti de» primo. 
Per costruire ora l'espressione : 



f.ij(«l!- 



^'i)' 



ehe lenirà nella (1)^ basta applicare al secondo membro della (2) l'integrazione 
per serie, (ciò è perfettamente rigoroso trattandosi di serie che sono manifesta- 
mente convergenti in ugual grado) quindi avremo : 



(') Per polinotnio Va(x,y,e) sì intende un polinomio rasionale, intero ed omo- 
geneo di x,g,s, di grado m, soddisfacente all'eqnazìone 1V,^=0. (Cfr. il mio la- 
voro sopra citato). 

VOL. uiix. 16 
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e alccome l'Integrazione È fattu rispetto alle variabili tv ,y ,z, Begne che i risnl- 
tati delle integrazioni indicate nella (3) saranno di nuovo polinomil razionali 
intieri ed omogenei In a^,j/',z', di grado m, soddisfacenti all'equazione i' = 0, 
cioè polinomii V^ («' , y' , «"). 

Potremo adnnque scrivere, qualunque sia 11 pnnto !c,y , z interno ad 8 ; 



Tix,y,z)= ^y^(x,y,z) 



e la serie de) secondo membro, pel modo stesso con cai è stata ottenuta, con- 
verge in ugnai grado in ogni campo dì variabilità di (x , y , e) del tutto interno 
alla S. 

Si osservi che noi abbiamo supposto ohe le condizioni enunciate di sopra 
fossero soddisfatte anche su 8 , ma si vede subito come questa condizione re- 
strittiva possa essere tolta. Infatti supposto che la T(x ,y ,e) sia nell'intemo di 
8 (senza occuparci di cid ohe accade sulla superficie 8} finita, continua con le 
sue derivate e soddisfacente sll'eqaazioiie &F = 0, potremo descrivere ana se- 
conda sfera S' concentrica ad 8 e interna , e allora nei punti interni a 8' la 
F si svilupperà in una serie di polinomii V„ , e , polche ciò resta vero comun- 
que 8' sia proeeima ad S, si concluderà che in ogni punto interno ad S la F 
si sviluppa in una serie di polinomii V„. 

Si noti poi che se il centro della sfera, Invece di essere l'origine, fosse un 
pnnto di coordinate (x* , J/* , «') ci si riconduce al caso precedente con una tras- 
lazione di assi, analiticamente espressa dalle fonnolc : 

a = X + x' ; y = Y-fy' ; e=.Z + t' 

quindi perveniamo al seguente teorema : 

< Utta funtione armonica F(x,y,z) tempra finita, continua e aoddUfacentt 
« all'equazione IF = net punii di una sfera eoi centro in x' , y' , z' (tatto al 
« più 11 contomo eccettuato) ai sviluppa in una serie ; 

1 V„ (x - x' , y - y' , z - z') 



< convergente in ugual grado in ogni campo intemo alla sfera. 
Viceversa ove si consideri una serie: 



2 V„ (ìk — ac' , y -y' ,« — «') 
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convergente in ognal grado in ana sfera col centro in (x' , y' , s'), essa oÌ rap- 
presenta (per DO noto teorema di Hamaok) ana funzione armonica F(x, y ,»)> 
onde si conclude clie : 

Condizione necesiaria e su/ficiente a-ffinchè una funzione F(x , y , z) àia fi- 
nita , continua e loddiafacenU all' equcusione AF = neU' interno di una 9fera 
eoi centro in [z' , y' , z'), é che etaa sia sviluppai>ile in una serie convergente in 
Hffual grado di polinomii V„(X — x' , y — y' , z — z") in ogni campo interno. 

Questo teorema è analogo al ben noto teorema delta teorica delle funzioni 
di una variabile complesaa; 

Condizione neceeaaria e aufflciente <^nchè una funzione di variaJHle com- 
pUtea w (z) eia finita , continua e monodroma in u» cerchio col centro in ■<(, i 
che nell'interno del cerchio eia sviluppabile in serie di Taylor procedente per 
potenze intere e positive di z — t;, 

§ 2. Consideriamo ora dne sfere S , S, col centro cornane nell'orìgine degli 
assi e , nell'anello sferico da esse determinato, una funzione F(x , ]/ , z) finita 




Fig. 2. 

e continoa con le sae derivate e soddisfacente all'equazione dF = nell'interno 
dell'anello e ani contorno; preso allora un punto W ^ (x' , y' , e"), interno pos- 
siamo applicare il noto teorema di Green e si avrà : 



--'-■■'HJK-Z-^Sh^rJJi-' 



dF 



F;— *)d 



indicando con f e con p, 1 raggi delle dne sfere 8 , S, , con R e R, le inverse 
delle distanze del punto H' da due punti M , M, variabili riepettlvamenta sa S, 
S, , con n l'orientazione della normale estema ad S , con n, quella della nor- 
male iotema ad S,. 
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Se ora aol c&lcoliamo U primo iutegriUe doppio del secondo membro della 
(4), con aii'aDalittt perfetumente ìdeiitica a qaella dianzi fatta, otteoiamo una 

serio £ Y-{x ,y' ,^ì convergente in agaal grado In ogni campo di variabl- 

■=s 
lita di {x' , p'', t') interno all'anello, non ci resta duuine da coneiderarc che il 
seconde integrale. 

Si osaerri perciò che, indicando eoa r, la distanza di H' dal centro cornane 
0, ei b«: 



B, = - 



e poiché manifestamente p, < r, si avrà: 

con 

asc* + yj»* + M* 
o.,T,= —^ 

e se ne dedurrà subito che : 

Quindi : 
^ ' 'cn, 3 f, e», r, 

Se consideriamo — ^-^f,-^^ come fanzione di j»' , y' , «', essa 6 manifesta- 
mente un polinomio V',,„^,, (a;' , y' , s*) secondo il senso definito nel mio citato 
lavoro (*), invero : 
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i coefBcJenti di questo polinomio soco fonzloul di x ,y ,g e allora segue mani- 
festamente che 1 termini della serie costitaente il 2° membro della (5) sodo an- 
ch' essi polinomii V'*'_<i,*() (ìt' . s' , «"J, risultando dai precedenti con la moltiplica- 
zione per fauzioni dì ao j/ z. 
Se ioOae per «alcolare : 



hlji^ 



dn, Sn, } 



applico nel secondo membro della (5) il processo dell'integrazione per serie, 
il cAe é leciiOy ottengo : 

8, 1/ m-o 

Segue dunque che qualunque eia il punto (a;,y,2) intemo all'anello si ha : 

P(a;, !/,«)= ^^ V,t«,y,a)+ J] V_(^„(iB,y ,z) 

e le due serie del secondo membro sono convergenti in ugual grado in ogni 
campo del tutto interno all'anello. 

Noi abbiamo ammesso che la F(a:,y,e) soddisfl alle condizioni dette anche 
sul contorno dell'anello, ma ragionando come al § 1 risalta subito che tale 
condizione può essere tolta quindi : 

< Una funzione armonica F {x , y , z) sempre finita, continua e eoddigfacente 
all'uquaeione IF :^ in un anello sferico col centro in (x',y',z') {tutto al più 
il contorno eccettuato) ai aviluppa in una doppia terie : 

convergente in ugual grado in ogni campo del tutto intemo all'anello ». 
Qnesto teorema è analogo al ben noto teorema di Laurent : 
8e w(z} è una funzione di variabile complessa tempre finita continua e mo- 

nodroma nell'area compresa tra due cerchi col centro comune in ^ (tutto al più 

il contomo eccettuato) essa si sviluppa in una doppia serie convergente in ugual 

grado in ogni campo interno all'anello : 



w(z)=2j„*-*2~ir)"+ 2, 



(z - -V)"- 
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g 3. Per mezzo del teoremi precedenti si perriene poi faeflmente a qae- 
8t' altro : 

< Vna funtione armonica P(z , y , z) sempre regolare aU'ettemo di una tfera 
col centro in (x',y', z'ìj e quindi avente un valore finito e determinato (che di- 
remo F (oo ) ) anche per valori infinitamente grandi delle variabili x , y , z , $i 
sviluppa in una terie : 

7 V_„(aj - x" 1 V I ff' t ^ — ^'>ì con V(, = F( » ), 

e anche qae&to teorema è aaalogo a un ben noto teorema delle fanzioni di ana 
variabile complesea. 

Si oBserri che noi abbiamo trattato 11 caso di fanzioni armoniche a tre va- 
riabili, ma proprietà simili si hanno per fauziooi armoniche con dae variabili 
considerate in campi circolari. 

Basta partire dal teorema di Green per funzioni armoniche a dae variabili 

irrere , come fa 11 Picard (*), alla formola d 
di Dirioblet per un campo circolare : 

dove Indichiamo R il raggio del cerchio, con <ji l'anomalia di un pnoto variabile 
sulla circonferenza e con (r , ^ ) le coordinate polari di (x , y). 

E poiché i teoremi precedenti sono il cardine delle ricerche del mio lavoro 
citato, cosi segae che anche per funzioni armoniche a due variabili si possono 
svolgere teorie analoghe, pervenendo pure per esse a teoremi sìmttl a quelli dati 
dal Cauchy, per lo svilappo della fanzioni uniformi in serie che ne mettono in 
evidenza le singolarità , e dal Mittag-Leffler , per la costruzione di funzioni di 
variabile complessa uniformi, quando eìano dati ad arbitrio 1 punti singolari e 
le singolarità relative. 

g 4. Passiamo ora ad estendere le ricerche precedenti al caso in cai 11 campo 
C che si considera sia limitalo da parecchie aapcr&cie sferiche. 



oppure si può ricorrere , come fa li Picard (*), alla formola di PolsBon che ri- 
solve il problema di Dirioblet per un campo circolare : 



C) Picard. Traité d'Ànalyao. Tomo I. 
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gnppoDiamo dapprima di coDslderare il campo indefinito C esterno a ( sn- 
perBc!e sferiche i cai centri siano i ponti di coordinate : 

(^. , y» , «») (ft = i.2.3...(i 

a i cai raggi alano 

Pfc[fc=1.2.3...tl 

e in qaesto campo nna funzione armonica F (x , y , z), ta qaale sia sempre finita 
e continua, anche all'infinito in cai prenda il valore F( od ) -, se prendiamo allora 
in tale campo no pnnto : (x' , y' , z') si ha la formala (') : 

dove indichiamo con 8|, qnella porzione della snperficie sferica di centro 
(x^ , j/^ , e,,) e di raggio p^ (porzione che eventaalmente pn(> essere tutta la sn- 
perficie sferica stessa) che concorre a formare la superficie limitatrice del 



e con B la inversa della distanza del pauto (x' ,y',^) da un ponto (jic ,y ,z) 
rariabile sulla superficie sferica stessa. 

Se allora noi applichiamo al secondo membro della (6) ragionamenti ana> 
loghi a qaelll usati nel § 2 si arriva facilmente a dimostrare che , qualunque 



(*) Se nel campo finito interno ad nna superficie 8 h definita nna fanzione ar- 
monica F(x , y , e) sempre regolare si ha , per ogni punto {x,y ,à) interno ad 8 , 
Ift formala di Green 



s 



coUe solite notazioni ; se invece la funzione armonica F(a: ,j/ ,x) è definita nel campo 
infinito estemo alla snperficie S ed (x' , y' , e') è un punto di tale campo si ha l'altra 
fonnnla, dovuta all'Appell : 



indicando con -^ la derivata presa secondo la orientazione della normale intema 
Uia snperficie S. 
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sia il pnnlo (ac,y,z) esterno «He sfere eunai<terate, ¥ix,y,z} bI sviluppa in 
serie di polinomii V_(„^.,) 

h>f a-» 

*-) «-0 -*"+" 

e la serie converge in agnal grado is ogni campo del tutto esterno alle $fere. 

I coefScìenti di detti polinomii V_(„+,) sono integrali doppi estesi alle varie 
porzioni delle sfere limitanti il campo e se (ricordando la effettiva espressione 
della P^) ei calcolano , risnlta che, se ana delle sfere date non è segata da nes- 
sun'altra, allora immaginando dato a priori ano sviluppo della F{x,y,e) della 
forma (7), i coefficienti dei polinomii V di questo sviluppo corrispondenti alla 
sfera presa di mira sono quei tali integrali doppi estesi alla superficie di detta 
sfera e quindi in particolare che^ 

■ Se le tfere non n tegano ni ai toccano lo sviluppo (7) è unico ». 

Se poi si segano si toccano è subito visto che abbiamo per la Fise, y, z) 
infiniti sviluppi della forma (7i , cioè esistono infinite serie (7) la cui somma b 
nTilla per ogni punto del campo indefinito estemo alle sfere. 

Basterà considerare due sfere di centri lx,,!/,,z) (3Si,^i,z) e vedere la 
cosa per queste. 

Consideriamo una funzione ^(x,y,z) la quale sia da pet tutto regolare 
fuorché nel campo L connine alle due sfere, la (|i essemfo in particolare rego- 
lare all'esterno di S, e di Sj , si avrà rispettivamente all'esterno di dette sfere: 

I <Ka!,&,«) = tK«>) + 5] V'*|^^^^te-3!, ,y-y, ,«-«,) 
e quindi la serie : 



avrb. una somma sempre nulla all'esterno di S, e S^ e aggiungendola allo svi- 
luppo (7) otterremo un nuovo eviluppo della F{x,y,z). 

Anzi è facile mostrare che possiamo dallo sviluppo t7) ottenerne oc altro 
in cui i primi g polinomi V„"' dello sviluppo , qualunque aia ìV numero intero 
finito q , abbiano per coefficienti quantità prefissate arbitrariamente. 
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Invero chiamiamo con : 






rispettiva mcD te U ecrie (7) e la aerie ottenuta da essa prendendo le , ^ ^ ~^ 

cx oy oz 

di ciascun stio termine , la qiiale è anch' essa una sevie della medesima specie 
della Tg avente una somma costajitemente nulla all'esterno delle due sfere, al- 
lora si ha anche : 






dove ■: ed Sj^.^ sono dei parametri che determineremo opportunamente © la 
L del secondo membro è estesa a tutti i valori intieri (positivi o nulli) di 
ji , V per cui : 

Xi-|i + v=l , X + iJ. + v = 2,,.. ; X + iA + v^y — 1. 

Se ora ricordiamo che un polinomio V_„(iB — (u, , y— y, , e — a,) paò peo- 
rai come la combinazione lineare delle derivate d'ordine v - 1 dt : 



*■ -^{x - »,)' + {y - y,)» + (« - e,)* 

ed applichiamo questo teorema ai polinomi V_^"*{iP — aii j ì/ - Ji i « - "i) ohe 
compaiano nella (9), ci risulta che imporre la condizione che i coeflScienti dei 
primi 5 polinomi V_,<'\a; - x, , y — yt , «-«t) dello sviluppo (7) siano quantità 
arbitrariamente date, equivale a legare i parametri Sj, j,,, mediante particolari 
equazioni lineari. 

B queste equazioni sono equazioni ricorrenti cioè permettono di àeterminare 
successivamente i nostri parametri cominciando con T e poi seguitando con 

TOL. xxiiz. 17 
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mentre le incognite che via via determiniamo hanno sempre per coefficiente la 
costante B che figura nel poltnomio V_,'*' della serie (8) (').-Dimodochè suppo- 
sto B =1= queste equazioni saranno sempre rlBolnbili fi i primi q polinomi V_„"' 
dello sviluppo (7) verranno ad avere (come si diceva) coefficienti affatto arbi- 
trari. 

Ha si potrà sempre partire da un'opportuna funzione ^{x,y,K) in modo 
che B sia differente da zero ? è subito visto che ove si prenda 



<K«.y.«) = 



V;x - 5)' + (y - iV + (« - 0* 



dove (5 , )) , !;j è nn punto del campo comune alle due sfere (') si ottiene 1' in- 
tento. 

Infatti la ^(x,y,z) coel determinata è all'esterno delle due sfere nna fun- 
zione armonica sempre regolare, perchè tale b in tutti i punti dello spazio esclnao 
(5,>j,BÌ ; oBBorviamo di pii che se bÌ considera una sfera S racchiudente (S,»],?) 
si ha subito: 



indicando con — la normale interna alla sfera onde vediamo che il residuo 
dn 

integrale (>) di ^ nel punto all'infinito è - 1 e quindi B = — 1 =|- 0. 

§ 5. Per rendere più chiaro quanto abbiamo sopra detto , sul sistema di 
equazioni lineari ricorrenti, vediamo la cosa per 1 primi due polinomi : 



V_,'W = 



V((r - ir,)* + (ff - 1/,)* + (« — «i)* 



(*) Cioè del campo L. 

(*) Cfr. il mio citato lavoro nelle funiìoni armonicbe. 
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SI ha: 

V_,(') = - 



•J{x - ce,)* + (y- !/,)* + {z- z,)* 



dove le a^ sono costanti dipendenti dai particolari coefflcìenti di Y,«> 
Cosi pure si ba : 



■V_,'*i(j> - ìb, , y - ff, , • - «,) = 



^/(x - te,)» + (y - y,>» + (e - 2,)» 

al si ?1 

Br|zO 

dove le &,- sono costanti fissate nna volta cbe si è scelta la fonzione '^(te, y, e) 
di partenza. 

Le serie designate con 

3T, gT, cTq 
non contengono — ; 1 loro primi termini bodo : 



d'altra parte le altre serie non contengono le derivate prime di — : ae voglia- 
mo adunque che 1 ooefBcieDti di V_,'" V.,'" risultino arbitrari basterà ugoagllare 
i coefficienti di 



dx ' S>y ' Sz 
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dell* BTilappo (d) a quantità arbitrarie : a , ^ , f , S il ch4 porta : 

A + tB = « 
a, +T ft, + e,,o.oB -p 
j o, + T 6, + Sj ,^0 B = Y 
l a, + t6, + So^o^, B ^ 5 

le quali sodo appunto equazioni lineari ricorrenti e il coefficiente delle Inco- 
^ite è B. 

§ Q. Noi abbiamo considerato un campo C esterno a più sfere ma analo- 
gamente si ragiona nel caso in cui si tratti di nn campo interno, o, più in ge- 
nerale, di un campo interno a più sfere ed estemo a più altre e si perviene al 
seguente teoreùia : 

< Se coasiUeriamo a sfere 

« S, , S, , S, . . . S„ 



{fl^s-yt. s») [fc=i.2. 



« e altre q sfere : 



X di centri : 



■ , T, 



(x,' , y/ , z/) [r= 1-2.. .q] 

• una fuìizioi-e armonica F(x,y,z) sempre regolare nel campo C interno alle 
« prime ed esterno alle seconde si smlvppa nei punti del campo in questo modo 

P(x,y,z) = 2 S V*'(x-Xi , y-y» ,z-z*) + 

+ 2 2 V_^^^^j (K - XV , y-y/ , z- Z'r). 
Dig izedbyGoOgle 
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< Se netsana delle efere ì tagliata da altre, lo sviluppo è unico, in generale 

< risultano perfettamente determinati i coefficienti dei polinomi V che corrxapon- 

< dono a quelle tfere che non eono né ternate né toccate, gli altri invect iono 
e suscettibili di un'infinità di valori. 

Notiamo oha questi ultimi risultati erano stati dedotti anche dall' Àppell, 
però noi abbiamo proceduto in maniera piCi rigorosa e precisate meglio le cose, 
essi sono del resto molto analoghi agli sviluppi di una funeione di variabile 
composta in eampi limitati da cerchi, sviluppi dati pure dall' Appell in una 
sua nota ('). 

Teramo, 23 Novembre 1900. 



<") Cfr. BuUelin de la .aociétè mathématigu» de France, Tomo XI. 
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SUI GRUPPI DI SOSTITUZIONI 



DOMENICO LOMBARDI. 



1. tjtadleremo grappi di sostituzioni rispetto a cai gli elementi si possano 
diBtribaire in sistemi contenenti ciaBcuno un egnal numero di elementi , e tali 
ohe le sostituzioni del gruppo cambino solo fra loro gli elementi ohe apparten- 
gono ad UDO atesso sistema, ovvero portino tutti gli elementi d'on sistema con- 
temporaneamente in tntti quelli di un altro. Interpreteremo quindi le proprietJL 
di tali gruppi relativamente alle equazioni algebriche che li ammettono per loro 
gruppi di Galois. 

Il grappo formato dalle potenze d'una sostituzione composta di cicli dello 
stesso ordine A;, e di cicli d'ordine multiplo di k, fornisoe un esempio di tali 
gruppi. 

Sia G un grappo ohe soddisfi alla definizione , e immaginiamo di aver di- 
stribuiti gli elementi nei diversi sistemi. Consideriamo un pò uno di questi si- 
stemi, ad es. il 1**. Una sostituzione 8 che contiene alcune lettere del sistema 
in esame, o le cambia solo fta loro, ovvero (contenendole tutte) le porta al posto 
di lettere d'un altro e medesimo sistema. Mettiamo in disparte tatte le sostitu- 
zioni che operano dilferentemente sulle Ietterò del 1° sistema, cambiandole solo 
fra loro, e ad esse aggiungiamo la sostituzione identica. Siano 



tutte queste sostituzioni. Se si tiene conto degli scambi che esse producono sulle 
sole lettere del l" sistema , si ha che formano un gruppo. Di fatti il prodotto 
gfgj di due di esse, se opera sulle lettere del 1* sistema, le cambierA solo fra 
loro, al pari delle «^ ed «^ ; e se non opera su quelle coincideva, almeno in ri- 
guardo alle lettere di cui ci occupiamo, con la sostituzione identica. Ed è qui 
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opportono notare che se i) prodotto Sf'gj non agìBce anlle lettere del l" aistema, 
potendo non coincidere aasolatamente con la soBtittiziOQe identica, non ci è le- 
cito di afTermare che 11 gruppo diniOBtrato è sottogruppo di Q. 

Consideriamo ora tatte le sostituzioni di G ctie, operando angli elementi 
dei diversi Bistemi, non cambiano in aicnn modo i sistemi fra loro. Dette i, -y^, 
Ti I • ■ ■ ) Y|L i^^'i sostituzioni, esse formano nn gruppo r, cbe pu6 anche ridarsi 
alla sola Identità, e che, a differenza del precedente, 6 sottograppo d! G. 

DiBtribniamo le sostituzioni di G nel quadro di Caachy , prendendo r per 
prima orizzontale ; avremo : 



TtOv 



TfjO. 



,■{.''. 



£d evidentemente: le lottituzioni appartenenti ad una stMia orizsontale produ- 
cono »ui sistemi la siesta permutazione, e le sostituzioni appartenenti ad oriexon- 
tali diverse, producono su essi sistemi permutazioni diverse. Epperò le soBtitu- 
zioni di G permutano f^a di loro i sistemi secondo le v Bostittizioni ],o„a„...o^, 
le quali formano, 6 chiaro, un grnppo 6'. 

Bìassumendo quanto si è fin qui detto, abbiamo che : 

8e O i un gruppo che gode le note proprietà , tutte le sostituzioni che ope- 
rano in diverso modo sugli elementi del sistema i*" formano «» gruppo 6,; e 
tvtte le sostituzioni che permutano differentemente i sistemi fra loro, formano 
VK gruppo G'. 



Stando al quadro precedente, si ha il 

Tborsha. 7 gruppi Q e Q' sono isomorfi tra loro meriedricamente essendo 
|i il grado di meriedria. 

Di fatti facendo corrispondere tra loro due sostituzioni , una di Q ed nna 
dì Q', che permutino allo BtesBo modo i sistemi, si avrft che alla sostituzione o^ 
di G' corrisponderanno In G tutte le sostituzioni delia ik"" orizzontale; e, vice- 
versa, alle sostituzioni di G che sono nella k" orizzontale corrisponde unica* 
mente la 0| in G'; v'è dunque fra le sostituzioni dei due gruppi una corrispon- 
denza (1 , ft)- Ha questa è corrispondenza d'isomorfismo, perchè se alla o^ cor- 
risponde (fra le altre) la y^Ot ed alla cj corrisponde la Yt^ji siccome il pro- 
dotto T, 0( Tj "i sposta i sistemi come il prodotto 0( Oj , perchè le •(, e y, li la- 



,y Google 



Bci&no fermi, cosi i prodotti di eoBtltuzioni che si corrispondono si corrispondoiio 
anch'essi , epperb i gruppi sono ieomorfl 



2. Sia G un gvuppo del solito tipo , e cercliiumo quali ROito le condizioni 
necessarie e sufflcienti perchè esso sia transitivo. 

Come condizioni necessarie noi troviamo che sia transitivo il gruppo G' se- 
condo cui le sostituzioni di Q permutano fra di loro i sistemi, e che sia tran- 
sitivo Il grappo &( secondo cui le sostituzioni di Q permutano fra loro le lettere 
del sistema i"". In fatti, posto che G sia transitivo, le sue sostituzioni operano 
transitivamente sulle lettere del sistema i"', d'onde la transitività di G^. Per 
la stessa transitività di G vi è una sostituzione die porta una lettera del sistema 
A"" al posto di una lettera del sistema fc™', quindi tutto l'A"" sistema al posto 
del k"", e di qui si deduce la transitività di G'. Queste condizioni sono anche 
sufficienti. In fatti per la transitività di G' una lettera può cambiarsi in un'altra 
che appartenga ad un qualunque sistema , e per la transitività di G( ia lettera 
può cambiarsi in una qualunque del nuovo sistema. Quindi la lettera si può cam- 
biare in un'altra qualunque di qualunque sistema, cioè G è transitivo. 

Qui 6 necessario di osservare che se G' è transitivo, e G, , G^ , ... , Gj, sono i k 
grappi corrispondenti ai k sistemi, essi sono tutti simili fra loro, essendo i gruppi 
trasformati di uno di essi, ad es. di G, , per mezzo delle sostituzioni di G'. Co- 
sicché se G' è transitivo, basterà che sia transitivo un solo, scelto a piacere, fra 
i gruppi G, , G, , . . . , G|, , perchè lo siano tutti. Possiamo quindi enunciare il 

TeoREUA. Affinchè il gruppo G aia transitivo è necessario e Bufficiénte che 
lo sia il gruppo G' secondo cui le sostituzioni di G permutano i siatemi, e che 
aia transitivo uno fra i gruppi formati dalle sostituzioni di G che cambiano fra 
loro le lettere d'un medesimo sistema, /Issato a piacere. 



Ora supponiamo che, come prima, sia transitivo il gruppo Q' ohe permuta 
i sistemi, ma che sia intransitivo un gruppo (e quindi tutti) formato dalle Bosti- 
tuzioni di G che scambiano fra loro le lettere d'un unico sistema. Pel teorema 
che precede G sarà intransitivo ; ed ora ci proponiamo di ricercare i diversi 
sistemi di transitività pel gruppo G. 
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Il distribuzione de^Ii elementi nei Eolìti sistemi, e siano 



i sistemi di trausitività per G,. (Per distinguere chiameremo con linee le oriz- 
zontali del quadro precedente). Per la transitività di G' v' è In G una sostitu- 
ziCDe che porta gli elementi della prima linea al posto degli elementi della se- 
conda^ e corrispondentemente al diversi sistemi di transitività per G, si abbiano 
per la seconda linea gli insiemi di elementi 



ì quali costituiscono per Gj tanti sistemi di transitività, come facilmente s'in- 
tuisce. Ciò dicasi per le altre linee. Sicché ci è lecito di supporre cho nel pre- 
cedente quadro ì diversi sistemi di transitività pei grappi G, , G, , ... G„ siano 
disposti In ordine tale, che una certa sostituzione di G, che porta la i"' linea 
al posto della j"", porti l'a"* sistema di transitività delia t"" al posto dell'a"* 
sistema di transitività della }"°. Ciò posto dimostriamo il 

Teorbua. L'insieme di n tietemi di tramitività che sono disposti in colonna 
eo$tituisce un sistema di transitività pel gruppo G. 

Siano dapprima a^,af, due elementi che appartengano ad uno stesso io- 
lieme di quelli che ai considerano nel teorema. Quella eostilnziooe 8 di O che 
porta l'i"" linea al posto della »■"", portando quel sistema di transitività dell'i"" 
linea dov'è Oy al posto del sistema di transitività della r™" dov'è a^,, porterà 
C/j al posto d'un certo elemento a,, che sta evidentemente nel sistema di tran- 
sitività dov' è a„. Vi è poi nel grappo una sostituzione T (appartenente a G,) 
che cambia a^, con a,, essendo questi due elementi in un medesimo sistema di 
transitivitit. II prodotto S-T porta a^y al posto di a„. 

Siano ora a^^ , o^j due elementi che appartengano a due diversi insiemi. 
Dico che nessuna sostituzione di G porta a^a al posto di a^. In fatti ammet- 
tendo che ana sostituzione U operi tale ecambio, consideriamo quella sosti- 
tuzione V di G che cambia a„p con un elemento a^ della linea -j;"", ohe ap- 
partenga all'insieme dov' è o,p. Gli elementi o 5 , a^^ appartengono alla stessa 
linea ■j"", ma a diversi sistemi di transitività, perciò non è in G una sostitn- 
lione che porli a^g al posto di a^. Ora se si considera la soetitnzione U~'V, si 
trova che essa porta appunto a^g al posto di a..^. Con questo assnrdo il teorema 
resta pienamente dimostrato. 

Da questo teorema si ha come 

Corollario. 8e il gruppo 0' è transitivo , il numero dei sistemi di transi- 
tività pel gruppo G è uguale al numero dei sistemi di transitività pel gruppo 
6,. Gli elementi contenuti in un sistema di transitività per G tono ì 
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multiplo del numero n delle linee, e precùamente tono tantt, quanti guelti con- 
tenuti in un eittema di tranaitivitA per 0, moltiplicati per n. 



3. Vi sono dei grappi di sostituzioni rispetto a cni la suddivisione deg^U 
elementi in sistemi è possibile in più modi. Ad es. , posto 6-(x, ^^ 0:12^4 x,Xc), 
rispetto alle sostltazionl di O = I , S , S* , S' , S* , S*, si hanno le due snddirisioni- 



Ci è quindi lecito di dimostrare il seguente 

Teorema. Se rispetto ad un gruppo G le lettere si possono distribuire in 
due modi diverti nei soliti sistemi, e sono transitivi i due gruppi G' e Q" a cui 
riducesi Q considerandolo operante rìspetticamente sui sistemi dell'una suddivi- 
sione e sui sistemi dell'altra; se infine i 7ium.eri di sistemi delle due suddivisioni 
sono primi frii loro , si può dedurre una terza suddivisione , riunendo tutti gli. 
elementi che un sistema della pHma ha di comune con un sistema della seconda 
suddivisione, in un nuovo sistema della terza suddioisione. 

Siano 



(A) 



(AO 



le due saddivisioni, e siano transitivi i dae grappi O' e Q" secondo co! le so- 
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BtitasEoDi di G- permutano rlspettivameiite 1 Bisteml di (A) ed i Blsteml di (A'); 
di pìb siano k e j primi tr& loro ; e ponituno , per fissare le idee k < i. Sappo* 
niamo cbe il primo sistema di (A) abbia col primo sistema di (A') r elementi 
in cornane ; e ci è lecito di ammettere che nessun sistema di (A) abbia con qual- 
che sistema di <A') plb di r elementi in comune. 

Per la transitività dì Q' vi sono in G- certe sostituzioni che portano qnegli 
r elementi al posto di r elementi dì qualsivoglia altro sistema di (A) ; e imma- 
giniamo che essi siano i primi r di ogni sistema. Le medesime sostitnzioni por- 
teranno qnegli r elementi al posto di r elementi di certi k sistemi di (A') i qnali 
Bistemi non debbonai ritenere necessariamente distinti. Essendo j>k possiamo 
considerare nn nuovo sistema di (A'), e sia esso l'a"". Per la transitività di Q" 
v'è in G nna sostitazione che cambia gli r elementi comuni ai due primi si- 
stemi in certi r elementi del sistema a*"" di (A'). In (A) questi r elementi tro- 
veransi entro nn sol sistema fi"* per la proprietà caratteristica del grappo 6. 
Quelle sostituzioni che portano i primi r elementi del sistema fi"" di (A) al posto 
dei primi r d'ogni altro sistema, porteranno quegli altri r elementi del sistema 
^'° al posto di altri r elementi di ciascun sistema, e si potranno quindi distac- 
care in (A), per conveniente ordine degli elementi d'ogni sistema, altre succes- 
Eive r colonne tali che gli r elementi di esse appartenenti ad uno stesso sistema 
di (A), appartengano pure ad uno stesso sistema di (A'). Se, dopo ciò, qualche 
sistema di <A'j non contiene nessuno del 2k Insiemi di r elementi distaccati in 
(a), sarà applicabile l'ultimo ragionamento, e si potranno distaccare in (A) altre 
successive r colonne etc. ... ; e lo stesso ragionamento sì potrà ripetere se, pur 
essendosi considerati tutti 1 sistemi di (A'j', si verifica che in alcuni di essi al 
siano distaccati piti insiemi di r elementi, ed in altri meno. 

Se si prò sede sempre sotto l'una o l'altra di queste ipotesi, è chiaro che si 
finirà per distinguere il numero totale degli elementi in tanti insiemi di r eie- 
menti ciascuno, tali che ognuno di essi stia contemporaneamente in un sistema 
di (A) ed in nn sistema di (A'j. Ed affinchè si possa asserire che a questa con- 
clusione si perverrà in ogni esso, basterà far vedere che so ad nn certo punto 
in ogni sistema di (A) si siano dislaccati m insiemi di r elementi ciascuno , 1 
quali in (A') si trovino in numero di n per ogni sistema , gli elementi devono 
essere necessariamente esauriti. 

In tal supposto, in fatti, si ha; 

mrk = nr/ 



mk = nj 

ed essendo k e j primi fra loro , sarà nt multiplo di J, Gli m insiemi di r ele- 
menti che sono nel primo sistema di (A) appartengono a differenti sistemi di 
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(A'), percbd se no il prìcao sistema di (A) avrebbe con qualche sistema di (A*^ 
più di r elementi in cornane, contro l'ipotesi. Perciò dev'essere j>m; ma si & 
visto che m è multiplo dìj\ dunque sarA m =j, e quindi anche n = k. 

Ora, disponendo in (A) in ordine conveniente gli insiemi di r elementi che 
sono in ogni sistema, si potranno avere nelle prime r colonne 1 A: = n insiemi 
ohe sono nel primo sistema di (A') e cosi nelle snccessive r colonne di (A) i 
k insiemi del secondo sistema di (A% etc.... B da ciò apparisce che ogni eiitema 
di (A) ha r elementi comuni con ogni tistema di (A'). 

Se gli elementi non fossero esanriti, vi sarebbe un elemento che apparter- 
rebbe, ad ea. all'a"" sistema di (A) ed al js"" di (A') ; ma questi due sistemi 
avevano jfià r elementi in comune, epperò dovrebbero avere piil di r elementi 
in comune, ciò che è contro l'ipotesi. Adunque gli etemetui si postano distribuire 
in tanti insiemi di r elementi ciascuno, e tali che ogni insieme stia contempo- 
raneamente entro un sistema di (A) ed entro un sistema di (A'). 

Prendendo questi insiemi come alirettanCì sistemi, formanti un quadro (A"), 
le sostituzioni di Q evidentemente permuteranno gli elementi rispetto ad (A") 
con la stessa legge con cui li peimutano rispetto ad fA) e ad (A'), e. d. d. 

CoRoLLABto 1". / numeri h ed i sono multipli di r. In fatti gli h elementi 
di un sistema di (A) sono distribuiti essi soli in alcanì sistemi di (A") , e cosi 
gli i elementi di un sistema di (A'). 

Corollario 2". Detto Q"' il gruppo secondo cui le sostituzioni di G permu- 
tano i sistemi di (A'') , G'" $arà transitivo. Di fatti, immaginando disposti in 
(A) i sistemi di (A") corno li abbiamo considerati nel dimostrare il precedente 
teorema, s' è visto che sono in Q delle sostituzioni che mutano transitivamente 
tra loro gli insiemi che formano la prima colonna (riguardando ogni insieme 
come un elemento); poi abbiamo constatata l'esistenza d'una sostituzione che 
porta il primo Insieme della prima colonna in an insieme della seconda^ sì bod 
quindi trovate in Q- delle sostituzioni che mutano transitlvamento tra loro gli 
insiemi formanti la seconda colonna, e cosi di seguito. 



Dimostriamo infine il 

Teorema. Se gli elementi su cui opera un gruppo Q si possono dtetrilniir€ 
in n dei soliti eistemi con m elementi ciascuno, ed anche in m sistemi con n ele- 
menti ciascuno, ed m ed n sono primi fra loro, la condizione necessaria e auf- 
flciente perchè G sia transitivo è che siano transitivi i due gruppi G' e Q" se- 
condo i quali le sostituzioni di Q permutano rispettivamente i sistemi dell' una 
suddivisione ed i sistemi dell'altra. 

Che le dette condizioni siano necessarie per la transitività di G, risulta dal 
primo teorema del N. 2. Supponiamo ora che esse siano verificate. Dette (A) 
ed (A') le due suddivisioni, abbiamo' anzitottp cb0 un sistema dì (A) ed nii ii- 
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stema dt (A*) hanno od elemento cornane, ed an solo, corno risnlta dal corolla- 
rio 1« del teorema precedente, e dall'ipotesi che m ed n siano primi fra loro. 
La terza snddfvisione (A") che pel tcorcniA precedente si pnb dedurre, ha dunque 
per Bìstemi 1 singoli elementi, epperò pel corollario 2o le sostituzioni di Q ope- 
rano transitiTamente buÌ uingoU elementi , e. d. d. 



APPUOÀZtOKI ALOBBRICHB. 



4. Alle proprietà dimostrate sugli speciali grappi di sostituzioni che abbiamo 
Bindiali, corrispondono, secondo la teoria di Galois, altrettante proprietà per le 
eqnazioDl algebriche che ammettono siffatti gruppi per loro gruppi di Galois. 
I teoremi che stiamo per dare, e chb trarremo come consegaenza di quelli pre- 
cedentemente dimostrati sono esposti (ricavati per via algebrica), nella predata 
Memoria del Prof. Capelli * Sulla riduttibilità delle equanioni algebriche > pub- 
blicata in due Note del Sendìconio dell'Accademia delle Sciente Vitiche e Afa- 
ttmaticha della Società Reale di Napoli (dicembre 1897 e febbraio 1898) ; e ci 
è doveroso di dichiarare che nello studio dt quella Uetnoria trovammo non 
piccolo ainto per la compilazione di questo lavoretto. 



Se i gruppi d! Qalois di due eqaazioni algebriche bÌ corrispondono in iso- 
morfismo, una delle equazioni si ottiene eseguendo sull'altra una trasformazione 
di TschimadBcn; e se l'isomorfismo è meriedrico, ossia della forma (1 , |Jl) , l'e- 
qoazjone f(x) = che corrisponde al gruppo più ampio si ottiene trasformando 
l'equazione S, <y} = che corrisponde al meno ampio oon una trasformazione 
del tipo p=Bi(x), essendo Oj ftinziooe razionale dei grado tt;. cosio^k^ asrfc 
identicamente f{x) - 4, ì 6,(x) [. 

Ricordando che tm groppo della specie di quelli da noi atadljMl 6 isomorfo 
meriedricamente al gruppo delle sue sostituzioni che formawJ^^rims verticale 
del quadro di Caachy, e notando che, reciprocamente, se il primo membro del- 
l'equazione f(x} = si può porre ideuticamenlo sotto la forma (i, |0, (tr)j, U 
gruppo di Galois delia ^=0 è della nota specie, possiamo asserire che te gli 
tletxenti tu cui operano le toatitueiùni di un gruppo T, radici d'uà» equazione 
algebrica f (z) = ti pattano dintribnire in fittemi contenenti uo egual numero 
di eleménti, tali che le toititunioni di V cambino tolo fra loro gli elementi che 
tono entro ogni tistema , ovvero portino tutti gli elemenli d'un sittema umtMr- 
poraneameuté in lutti quelli di un altro, la {(x^ = i il riiultato d'Ujtm tìimi- 
nationt, * reciprocamente. 
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Dato an grappo G del Bolito tipo , noi ne abbiamo dedotto hd grappo G' 
secondo il quale le BOBtltnzioni di G permutano fra di loro i dtrerst Blstemf, ed 
un grappo Gf secondo cai le sostituzioni di G scambiano fra toro le lettere ctie 
sono nell' i"° sistema. 

IiKerpretiamo q a est i grappi Q' e G, relativamente all' eqnazione f(cc) =0 
che animelle per sao grappo dì Galois il grappo O. 

L'equazione f(x)^0 risalta eliminando y fra lo dae equazioni 

6,(y) = (a) 

Ora vogliamo ricercare quali sodo I grappi di Galois ainmeBSi dalle equa- 
zioni (a) e fj3) relativamente ai campi di razionalità a coi appartengono i loro 
coefiScienti. 

Circa all'equazione (a) io dico che 

< // gruppo di Qaloi» della (a) é j7 gruppo G' secondo cui le tostitusioni 
di Q permutano i tistemt riguardati come elementi ». 

Sia S = (^1 J/i ■ ■ ■) una sostiinzione del groppo di Galois della (a) ; essa la- 
scerà immutato il valore di qualeslvoglla fanziouo razionale delle y, avente va- 
lore razionale. Ma una tale fanzione è anche finzione razionale delle x, ed ha 
valore razionale; onde la S lascerà immutato il valore di ana qualunque fun- 
zione razionale delle a;, avente valore razionale, opperò apparterrà al gruppo G. 
Ora la 8, scambiando tra loro le j/ a cui corrispondono i sistemi, apparterrà al 
grappo Q'. 

Viceversa, sia T una sostituzione di G cbe permuti In qualche modo fVa 
di loro 1 sistemi (cioè appartenga a G') e sìa F(j/, y, . . .1 =0 una relazione 
razionale qualunque a cui soddisfano le radici della fa) ; esprimendo in F le y 
per le x; si avrà una relazione razionale sulle a;, onde essa non sarà alterata 
dalla T; perciò questa sostituzione, eseguita sulle y che corrispondono al si- 
stemi su cui agisce, lascia inalterato II valore di F = 0, e quindi appartiene al 
gruppo di Galois della (?). Coocladiamo che questo grappo coincide col grappo G'. 

Passiamo ora alla equazione {fi) , e per fissare le idee, poniamo V = Vi i ^^ 
Bendo jfi una certa radice della (a). Io dico che: 

« L'equazione y, - 9,(i) = 0, relativamente al campo (Z , y,) ammette per suo 
gruppo di Oalois H gruppo G,- cottUuito dalle tOBiituzioni di G cha operano in 
modo diverto tulle lettere del sietema corritpondente alta y^ >. 
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Diciamo P ìì grappo di Qalois dell'eqaaziono j/j - fi,{x) — 0\ si tratta di di- 
mostrare che r coincide con Gj. Consideriamo una relazione F = tra le radici 
di qaesta equazione, razionale nel campo E; questa relazione sarà razionale 
aDche nel campo (K,y,), e qnindi non sarà alterata dalle sostituzioni d! P, ma 
le sostituzioni che godono di tale proprietà sono tutte e sole quello di G, (per- 
chè la relazione F = è qualunque), onde T è compreso in G,. 

Partiamo ora da una relazione F,(x. X. . . . ^. ) = tra le radici di 
*t *» •« 

Si-bf(X) = 0, razionale nel campo (K,j/j). Ponendo in essa in evidenza la gf 
che è fanzione razionale delle ce. x. . . , x. , si ha : 



F, \x ce ...X ; yt (a; x ...a )]-. 



la quale è una relazione razionale in K a cui soddisfano le x. , ai. . , . ce. 

Essa non sarà alterata dalle sostituzioni dì G, ed in pariicolare da quelle di G^; 
perciò G( sarà un sottograppo di T. Concludiamo che r = Gf. 



5. Sia f(x) = un'equazione algebrica il cui primo membro f{a!) si possa 
mettere identicamente sotto la forma 0, j 0, (x) | , essendo 6, e ti dae funzioni 
del gradi n, ed n, rispetiivamente. Il gruppo G di Qalois ammesso dalla fix)=0 
sarà del tipo dei gruppi considerati pi'ecedentemente. 

Alla transitività od intransitività di G corrisponde, come è noto, la irredat- 
tibilità o la rednttibilità della f{x) ^0; e tenendo conto di quanto abbiamo 
detto nel N. precedente, il primo teorema del N. 2 si traduce, circa l'equazione 
f{x) = , nel seguente 

Teorehà. Affinchè l'equazione 0, | 0,(x) \ = tia irredutlibile nel campo di 
razionalità K. cut appartengono i coefficienti delle 0|(k) , ^i(^); ^ necessario e 
lufflciente che l'equazioni S,(z}=0 sia irreduttibile nel campo K, 6 che Vequa- 
none 9,[x} - y, = {ove jf è una radice scelta a piacere di 6,(y) = 0) «io irre- 
éKttHHle nel campo (E , y^). 

E il corollario in fine del N. 2, interpretato per l'equazione 6, | d, (x) | = 
ci dà il 

Tkorema. < Se l'eguoBione O,(x) = i irreduttibile in K, il numero dei fat- 
tori irreduttìbili nei qaali si decompone , rispetto allo stesso campo E , la fun- 
Itone S, {(((z) I , è uguale al numero dei fattori irreduttibili della funzione 
^x)-jf rispetto al campo (E,y(). I gradi dei fattori irreduttibili di 9, |0,(x)| 
riipetto al campo E sono tutti divisibili per n, ; e prtcisamente sono gli Uesti 
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c/radi dei fattori irrediiMibili di ft^fx) - y( rispetto al campo (K , y^) moltiplicati 
pel numero D|. 

Interpretiamo infine algebricamente il secondo teorema del 'S, S. 

Essendo m ed n dae nameri interi poBitivi primi tra loro ed f(x) nna fan- 
zione intera di ic del grado m-n, con coefficienti appartenenti ad un certo campo 
di razionalità K , BDpponlamo cbe essa si possa mettere identicamente sotto le 
dae forme : 

/'(x) = 9,!&.Ca!)l 
ed 

/'(!C) = 6,!«,{x)| 

dove le 9|(a) , ~,(a;) , S,(a;) , 6t(a;) siano delle fanzioni intere di ce, rìspettìTa- 
mente dei gradi m ,n ,n ,m, con coefficienti appartenenti al campo K. 

Dall'altimo teorema del N. 8 deduciamo il 

Tboreha. Affinchè l'equazione flx) = sia irreduttibile nel campo di razio- 
nalità K, è necessario e sufficiente che siano irreduttibili in questo campo le due 
equazioni d, (x) = e t, (z) = 0. 
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SUI QUADRANGOLI CONIUGATI A UNA CUBICA 



Dott. GIOVANNI MANFREDINI. 



ÀlcQDe proprietà dei quadrangoli conlngati a una cubica sono stata eaan- 
eiate da Caporali ('). In qnesto lavoro abbiamo cercato di completare, per qnaato 
ci è stato possibile, un tale stadio. 

Un triangolo si dice conìngato a noa cubica ee la retta polare mista di dae 
votici passa per il terzo. 

Quattro penti si dicono coniug;ati a ima cubica se presi tre a tre d&nno 
alirettaDti triangoli coningatl. 

Si verificano facilmente le segaenti proprietà : 

1. In nn quadrangolo coniugato due vertici appartengono alla retta polare 
mista degli altri dae, e tre vertici formano an triangolo coniugato (o autopolare) 
alla conica polare del quarto. 

3. Se quattro punti sono tali che divisi in due coppie, la retta polare mista 
di ciascuna sìa quella determinata dall'altra, 1 quattro punti sono coniugati. 

3. 8e, di quattro puntj, tre sono coniugati a una cubica e alla conica polare 
del quarto 1 quattro punti sono coniugati. 

4. È Eufilciente cbe di quattro punti due teme siano coniugate alla conica 
polare dei quarto per poter dire cbe i quattro punti sono coniugati. 

5. Dai afi 24 dei teoremi di Caporali risulta che eslete un sol quadrangolo 
A, A(À,A4 coniugato a una cubica con due vertici in due punti dati. Vogliamo 
dare una costruzione molto semplice. 



(*) Transunti dell'Accademia dei Lìncei. Serie terza. Tol. I. Fase. 7. Veggansi 
le: Memorie di Ettore Caporali (ed. B. Pellerano, 1838), pag. 47 - 
" Itorttni stdle curve del terzo ordina „. 

TOb. zxxn. 19 
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Siano A, , Al i ponti dati e sia r la loro retta potare mista: allora, se i panti 
A, , Af SODO presi su r e se inoltre la loro retta polare mista è la AgA^ i quattro 
punti A, , A, , Ag , A^ daranno an quadrangolo coniugato (2). Supponiamo clie que- 
ste condizioni siano soddisfatte: allora, siccome la retta polare mista di A, , A, passa 
per A, e per A, , i punti A, , A^ saranno coniugati alle coniche polari di A, e 
di Aj. É evidente che e' è una sola coppia A, A^ che risolve il problema , essa 
è la coppia appartenente a r che separa armonicamente quelle determinate su 
r dalle coniche polari di A, e A,. 

6. SI voglia ora costruire nn quadrangolo coniugato contemporaneamente a 
C* e a nna qaartiea C*. In questo caso non si potrà più, in generale, fissare ad 
arbitrio due vertici ma uno solo. Sia A, il ponto fissato; perchè tre punti Aj 
Aj , A4 possano completare con A, nn quadrangolo coniugato a C* bisognerà che 
essi siano (3) coningati a C* e alla conica polare di A, , C,*. I tre punti A^ , Aj , A^ 
devono poi formare con A, un quadrangolo coniugato a C* dunque bìsognerìi 
elle essi siano inoltre coniugati alla cubica polare di A, rispetto a C* , C,*. 
Dunque il triangolo A^ A, A, che risolve II problema deve essere coniugato a 
C,* , C , Gt' cioè a una conica e a due cubiche. Allora per il teorema di Ca- 
porali no 14 (') abbiamo : 

Data una cubica e una quartìca e preso un punto qualunque, etietona infi- 
niti quadrangoli coniugati alle due curve con un vertice in quel punto , t 3 ri- 
manenti descrivono una quintica. 

Notiamo che questa quintica passa per il punto A, e ciò perchè A, è uno 
dei 10 punti P relativi alla conica polare dì A, e a C. Questo segue dal no 10 
del teoremi di Caporali e dal ufi \i già citato ('). 



(') « Vi è un'iufìnìtà semplice di triangoli coningati simultaneamente ad una 
conica e a tutte le cubiche di un fascio. Il luogo dei vertici di questi triangoli è 
una curva del quinto ordine. Questa curva è anche il luogo dei punti doppi delle 
Gui've S (i quali sono ì 10 ponti P) determinate dalla curva insieme a ciascuna 
cabioa del fascio > (1. e). 

O II teorema n.o 10 è il seguente: < Siano date una cubica r e nna conica C. 
Vi è un numero doppiamente infinito di triangoli coniugati simultaneamente ad am- 
bedue le curve. Freso ad arbìtrio un vertice, gli altri due sono determinati in modo 
unico. Fanno eccezione dieci punti P ognuno dei quali è vertice d'una infinità sem- 
plice di triangoli, i quali hanno inoltre in comune il lato opposto al vertice P. Si 
hanno cosi 10 lati opposti B, i quali sono reciproci dei punti P rispetto a C. I 
punti P godono della proprietà che le prime polari di uno qualunque di essi ri- 
spetto alle curve r e G s'incontrano sulla conica C » (1. e). — Se fosse data una 
cubica e due quartiche si avrebbe ; Dato un punto, esistono cinque quadrangoli co- 
niugati a una cubica e a due quartiche con un vertice in quel punto e ciò perchè 
ci sono cinque triangoli coniugati a usa conica e a tre cubiche, (cfr. la mia nota 
" Sui pentagoni coniugati a una guartica ecc. „ che uscirà fra breve in questo giornale). 
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7. Vogliamo ora costniire un quadrangolo coniugato in modo che due rette 
date a , b siano snoi lati opposti. II problema ammette nn'nnica solazione : In- 
fatti tutto si ridnce a trovare sa ogni retta nna coppia di punti tali cbe la retta 
polare mista sia la retta rimanente, quindi, per avere, per ea., la coppia bq a, 
basterà prendere il fascio delle coniche polari dei punti di fc e costmire su a 
la coppia di punti coniugata a tntte quelle determinate sa a dalle dette coniche. 

8. e Coatrnire un quadrangolo coniugato a una cubica e a una qnartica che 
abbia per Iato una retta data r>. È evidente che, come al n.° 6, Il problema 
ammetterA ce* Boinzioni, quindi il lato opposto ad r descriverli un inviluppo^ è la 
classe di questo inviluppo cbe si tratta dì determinare. Premettiamo |nn' oseer- 
vazione : abbiamo visto al n.° 6 che, data una C*, nna C* e un punto A, esiste 
una qnintica C luogo dei vertici che insieme a A, danno un quadrangolo co- 
niugato a C* e a C e inoltre questa quintica passa per A,. Diremo che C* è la 
^intica corrispondente al punto A,. Se la C corrispondente al punto A, passa 
per A, vuol dire che il quadrangolo coniugato a C con due vertici nel punti 
A, , A, è coniugato anche a C*, cioè, se A,, A^ sono i vertici rimanenti di detto 
quadrangolo, il triangolo A, Ag A^ completa con A, un quadrangolo coniugato 
a C e C*, ossìa la C* corrispondente a A, passa per A,. Supponiamo di far 
variare nn punto X su r e di considerare la quintica corrispondente che pas- 
serà per X stesso. Siano Y, , Y, , Y, , Y, i punti ove essa taglia ulteriormente r : 
allora le rette polari miste delle coppie XY, , XY, , XY, , XY, appartengono evi- 
dentemente all'icviluppo di cui cerchiamo la classe. 

Vediamo quante ne passano per nn punto 0. Se la retta polare mista di 
una coppia di punti dir passa per 0, questa coppia sarà armonica colla coppia 
UN determinata su r dalla conica polare di rispetto a C*. Preso allora un 
punto X di r, la quintica corrispondente e il coniugato Y' di X rispetto a M , N, 
diremo corrispondenti il punto Y' e i quattro punti Y, , Yj , Y, , Y^. Ad ogni 
punto Y' corrispondono quattro punti Y e ad ogni Y corrispondono quattro 
punti T' perchè, per l'osservazione premessa, ci sono quattro punti X che hanno 
la quintica corrispondente passante per Y. 

La corrispondenza fra Y e Y' è dunque (4.4). Ci sono otto elementi uniti e, 
quando avviene la coincidenza, la retta polare mista di X , T ^ Y' passa per 0; 
ma anche X , come si vede sabito, b uno di quegli otto punti , dunque essi si 
dividono in quattro coppie. L'inviluppo cercato è della quarta classe. Abbiamo 
cosi il teorema : 

Date una quartica e una cubica, esistono oc' quadrangoli coniugati alle due 
curve che hanno per lato una data retta r: il lato opposto ad r inviluppa una 
curva della quarta classe. 

9. Occupiamoci ora della costruzione di quadrangoli particolari. Sì voglia 
costruire un quadrangolo coniugato a C* con tre vertici in linea retta. 

Se A, A, A, A^ è un tal quadrangolo e se i tre punti A, , A| , A^ sono in linea 
retta essi saranno coniugati alla conica polare di A, e alla cubica; ma tre punti 
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in linea retta e distinti non possono essere coniagati a una conica se questa 
con si spezza in due rette, almeno, e se I detti punti non appartengono ad nna 
di esse, dnnqae il quarto vertice appartiene alI'Hessiana, Viceversa se A, è nn 
punto dell'Hessiana la conica polare si spezzerà in una coppia di rette e una 
terna qualunque di punti bu una di esse sarà coniugata alla conica e per avere 
un quadrangolo coniugato basterà (3) sceglierla in modo che essa sia coniagata 
anche alla cubica. CI sono dunque due serie od* di quadrangoli della specie 
riehiesta che hanno a comune il punto A,. 

Esistono ce' quadrangoli coniugati a una cubica C con tre punti in Knea 
retta, la retta che contiene ijuestì tre punii è una tangente della Cayleyatta , il 
vertice rimanente è un punto dell' Hessiana, 

Con procedimento analogo ei dimostrano i seguenti teoremi : 

Data una ^artica e una cubica esistono ce* quadrangoli coniugati aUe due 
curve con tre pnnti in linea retta; ciascun punto dell' Hessiana è vertice di oo*, 
i tre rimanenti, in linea retta, appartengono aUe rette che compongono la conica 
polare del punto. 

Data una cubica e due quartìehe esistono w* quadrangoli coniugati alle tre 
curve e con tre punti in linea retta^ ciascun punto dell' Hessiana della cubica è 
vertìce di due quadrangoli della specie detta, le due terne complementari stanno 
Sitile due rette che compongono la conica polare del punto preso suU' Hetsiana, 

10. Nel n» S2 del teoremi di Caporali (<) sono considerati I quadrangoli 
coniugati a una cubica e inscritti in essa. Riguardo alle particolarità che pos- 
sono presentare qui possiamo aggiungere che, trtt quella semplice Infinità , ce 
ne sono nove con tre vertici in linea retta. Infatti preso uno dei punti d'incontro 
di C* colla Hessiana e presa la polare armonica , essa incontrerà la C* in tre 
punti coniugati alla cubica e alla conica polare del punto preso. 

11. Nel teoremi di Caporali non sono considerati 1 quadrangoli coniugati e 
inscritti nell'Hessiana della cubica. Vogliamo a questo proposito far notare al- 
cune proprietà. Siano A, A' due punti coniugati delt'Hessiana di C, la retta po- 
lare mista è indeterminata quindi se associamo questi punti a un'altra coppia 
di punti coniugati B , B', abbiamo un quadrangolo coniugato AA'BB' (■). 



(*) ■ Se nn quadrangolo coniugato 6 inscritto alla curva (cubica) anche il suo 
triangolo diagonale ò inscritto : e viceversa se il triangelo diagonale di un quadran- 
golo coniugato è inscritto alla curva^ anche il quadrangolo 6 inscritto. Ss usa cu- 
bica passa per tre vertici di un qaadrangolo ad essa coniugato passa anche per il 
qnarto. Vi ò na numero semplicemente infisito di quadrangoli coniugati a una cu- 
bica e inscrìtti in essa ; le quattro tangenti nei vertici di udo qualunque di questi 
quadrangoli concorrono in un punto della curva ». 

(*) Notiamo che di qui si ricava incidentalmente il seguente teorema: La retta 
polare mista di due punti A , B dell' Hessiana è la congtungeTUe dei coniugati A' , B '. 
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BiaoltaDO ia questo modo »* quadrangoli coniugati e iniicritti oell'HeBsiana. 

ProTiamo che essi sono 1 BOti. Infatti ee ABCD è un altro quadrangolo in- 
■critto nella HeBsiana e non appartenente a quella totalità e se prendiamo i 
coningati A'jB' di A e B, il quadrangolo AA'BB' sarà coniugato e avrà due 
, vertici a comune con ABCD, dnnqne G , D e A' , 6' saranno quattro punti appar- 
tenenti aU'Heesiana e alla polare mista dì A , B e, per conseguenza, un punto della 
prima coppia dovrft coincidere con un ponto della seconda, ma, come facilmente 
si vede, due quadrangoli non possono avere tre vertici a comune senza coinci- 
dere quindi i due quadrangoli coincidono completamente. 

13. Abbiamo veduto (5) che, fissati due punti, c'è ingenerale un sol qua- 
drangolo coningato con due vertici in quei punti. Diciamo qualclie cosa sulle 
coppie cbe fanno eccezione, torneremo poi in seguito su questo argomento. Dato 
un punto A, , per costruire un quadrangolo coniugato con nn vertice in quel 
punto, basta determinare il triangolo cbe lo completa in modo che esso sìa con- 
ingato a C* e alla conica polare di A, , C^* (3). Ora , per il teorema n" 10 di 
Caporali gi& citato , (6), ogni punto del piano è vertice di nn triangolo con- 
iugato a una conica e a una cubica ma fanno eccezione 10 punti P ognuno dei 
quali è vertice di infiniti triangoli ('). Nel nostro caso dobbiamo osservare che 
uno dei punti P relativi a C,* e C* cade nel polo A, della conica , quindi sic- 
come non vogliamo considerare i quadrangoli con dae vertici coincìdenti po- 
tremo associare il punto A, a altri nove. Abbiamo cosi oc* coppie eccezionali, 
ogni punto del piano pnO essere associato ad altri nove. Vedremo fra poco che 
queste coppie sono le sole cbe danno co* soluzioni. 

13. Notiamo una conseguenza delle cose ora dette. Sia B uno dei dieci punti 
P relativi a C ' e C, ciò vuol dire che le coniche polari di A e B, C^* Cb' In- 
contrano la retta po'aie mista di A,B negli stessi pnnti ossia cbe A è punto P 
relativamente a C * e G* dunque: se B è punto P del tiatema Ct} C*j viceversa 
A è punto P del sistema Co* C. Possiamo cosi risolvere la questione : di quante 
coniche polari associate alla cubica, nn punto X generico è punto P?. Abbiamo: 
ogni punto X del piano è punto P relativamente a dieci coniche polari a alla 
cubica. 

14. Siano A , A' due punti coningati dell'Hesaìana di C, la loro retta polare 
mista è indeterminata, quindi è suffioienta che due punti M , N siano coniugati 
alle coniche polari di A e A' perchè il quadrangolo AA'HN sia coniugato. Le 
coppie come A , A' danno dunque a>* soluzioni, su ogni retta r è possibile deter- 



(*) Si può notare, una volta per tutte, che l'essere la conica polare della ca- 
bica non porta nessuna alterazione sui teoremi di Caporali per l'uso che noi ne 
facciamo. 
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miliare ana coppia che completa con À , A' un quadrangolo coningato, essa è data 
dalle intersezioni di r colla conica corrispondente ad r nella trasformazioDe 
quadratica involntoria determinata dalie coniche polari dei punti A e A'. Ci sono 
6 tette che fanno eccezione, ognana di queste non contiene una coppia, ma !n- 
tìiiltc, e sono i sei lati del quadrangolo base del fascio determinato dalle coniche 
polari di A e A'. È sabito visto che le coppie di panti comuni a co* quadrangoli 
coniugati sono eaanrite da quelle considerate. Infatti se dae punti potessero es- 
sere vertici di oc* quadrangoli, senza essere coniugati dell' Hessiana , vorrebbe 
dire che le co* coppie complementari esaurirebbero le coppie di punti della loro 
retta polare mista, ma d'altra parte, dovendo queste oo* coppie essere coniugate 
alle coniche polari dei punti fissi, bisognerebbe che queste coniche fossero spez- 
zate in rette e clie la retta polare mista facesse parte di ognuna di esse , ciò 
che è assurdo. 

15. Dopo ciò ritorniamo alle coppie di punti comuni s a»' quadrangoli con- 
iugati per provare che quelle considerate sono le sole. 8iano A,B due vertici 
comuni a ao< quadrangoli coniugati. La retta polare mista di A,B sarà determi- 
nata, perchè altrimenti, per quello che precede, essi sarebbero Tertiei comuni 
a oe* quadrangoli. Sia r questa retta, le <»' coppie che completano i quadran- 
goli giaceranno su essa. Ka queste coppie devono essere coniugate alle coniche 
polari di A e B quindi, necessariamente queste coniche dovranno tagliare r 
negli stese! punti. Ciò vuol dire che, per es., B è punto P rispetto al sistema 
della conica polare di A e della cubica. Dunque la coppia A,B coincide con 
una di quelle considerate al n" 12. Possiamo infine enunciare il seguente teo- 
rema che serve a completare il n" 24 dei teoremi di Caporali : 

Esittono ce* coppie di punti ognuna dell» quali è comune a oo' quadrangoli 
coniugati. Fissato un punto qualunque del piano esso può essere associato ad 
altri nove. Esistono oc' coppie di punti comuni a co* quadrangoli coniugati, eeae 
sono le coppie di punti coniugati dell' Ilessiana. 

16. Notiamo alcune particolarità che si presentano nella cubica equlanar- 
monica. 

Il suo triangolo Hessiano è ad essa coniugato e inoltre la conica polare di 
qualunque punto ha il detto triangolo per coniugato. Si ha allora (3): 

In una cubica equian armonica i tre vertici del triangolo Hessiano insieme 
a un punto qualunque del piano danno un quadrangolo coniugato. 

Osservando poi che le coniche polari di due vertici del triangolo Hessiano 
sono costituite dal lato opposto contato due volte e tenendo presente lacostra- 
zione del quadrangolo coniugato (5) si ha : 

Due vertici del triangolo Hessiano di una cubica equianarmonica insieme a. 
due punti qualunque appartenenti ai lati opposti danno un quadrangolo coniugato. 

In questa parte vogliamo ricordare prima alcune cose sulle poloconiche e 
questo per poter aggiungere delle proprietà che non ci sembrano prive d'im- 



,y Google 



)( 151 )( 

portanza ; faremo poi vedere come la teoria delle poloconiche sia Intimameate 
legata allo studio e atla conflgaraziooe dei quadrangoli coniugati a ana cabìcs, 
infine daremo la risolaziono dell' importante problema : trovare il uamero del 
qoadrangoli coniugati conteinporaneameate a due cubiche qualanqae. 

17. I. Dicesi poIocoDica di nna conica C rispetto a una cubica C quella 
coDÌca tale che le coniche polari dei suoi punti, pensate come inviluppo , sono 
coniugate a C*. Se Oj,* = è l'equazione di C* e a,* = h^^ = ,„ = quella della 
cubica, l'equazione della poloconlca è (a & «)* a^ bj. = 0. Quando C* è una coppia 
di rette a,b o una retta r contata due volte , la poloconica si dico mista delle 
rette ab , pura della retta r. £ da osservare inoltre ette la poloconica mista di 
due rette si pa6 definire anche come : 

II. XI luogo dei poli di una retta rispetto alle coniche polari dei punti del- 
l' altra. 

Sia C* la poloconica di C*. Tra le coniche polari dei punti di C* vi sono 
quelle corrispondenti ai punti dove C* incontra l'Hessiana H' di C. Se A 6 uno 
di questi punti, la sua conica polare, pensata come iuvilappo, è il punto À' di 
H*, coniugato di A, contato due volte, e dovendo questo inviluppo essere con- 
iugato a C* sarà A' un punto di questa conica cioè : I sei punti dove la polo- 
conica C" di C* incontra l'Hessiana sono coniugati ai sei punti d'incontro di C* 
coli'Hessiana stessa. DÌ qui deduciamo subito: 

18. La corrigpoadema fra conica e poloconica i ittvolutoria. Questa conse- 
guenza è importante. Inoltre una conica non può avere la poloconica indetei'- 
minata , perchè fra le coniche pelati di tatti 1 punti del piano ci sono quelle 
che hADno i poli sull'Hessiana e ciie, come inviluppo, sono sostituite dal punto 
coniugato contato due volte, ne segue che l'Hessiana si spezzerebbe in una 
retta e in una conica. Non può darsi nemmeno che nna conica sia poloconica 
di infinite altre perchè, per ciò che abbiamo detto, essa avrebbe la poloconica 
indeterminata. La corrispondenza è dunque biunivoca senza eccezione. Se con- 
sideriamo iniine l'equazione della poloconica di aj,* = e poniamo 

(a b o.y a^ 6j, = o^'* 

e uguagliamo ì coefScienti delle variabili w da una parte e dall'altra e inter- 
pretiamo questi coefficienti come coordinate omogenee di punti nello spazio 85 
vediamo, che in questo spazio, la corrispondenza fra conica e poloconica si ira- 
duce in un omografia non singolare inoolutoria ('}. Ritornei-emo in seguito su 
questa omografia. 



(*) Sì può del resto dedurre che l'omografia non è singolare tenendo conto che 
a é involutoria e ciò per mezzo di teoremi generali sulle omografie. 
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19. Votiamo alcnse cose che si deducono dal fatto che la owilspoodensa 
tn coBica e poloconica d Involatoria. 

Come è noto la poloconica pura di una retta è trìtangaote all' Hesslana 
dunque : 

Erìstono 00* coniche che hanno per poloconica una retta contata due volte , 
esse »ono tritangenti all'Hessiana (naturalmente non sono tutte le coniche tri- 
tangenti, ma Bolo qnelle di uno dei tre Bistemi). 

E ricordando che la poloconica di una retta congìnngente due pnnti del- 
l'Hessiana è costituita dalle tangenti all'Hessiana stessa in quei ponti, si ha : 

Vi tono oc* coppie di rette che hanno per poloconica una retta contata due 
volte, ette sono le coppie di tangenti tn due punti coniugali dell' Seetiana t la 
poloconica i la retta {contata due volUs) che congiunge i punti coniugati. 

Anche il seguente teorema si dimostra facilmente : 

Vi Bono OD* coppie di rette che hanno per poloconica ancora una coppia di 
rette. Fi$eata una retta qualunque del piano, per avere una tal coppia ba»ta 
associarla ad una retta uscente da un vertice del triangolo diagonale del qua' 
drangolo base del fascio delle coniche polari dei punti della retta presa. 

Quale Tarieti costitniscono nell'S, le coniche di un sistema tritangenti a una 
curva di terzo ordine? La varietà cercata 6 quella corrispondente alla TarìetJi 
rappresentante le coniche formate da una retta doppia, nella omografia Invola- 
toria ora considerata, dunqne : 

Le coniche tritangenti a una cubica e appartenenti ad uno stesso sistema 
si possono riferire biunirsocamente ai ptmti della superficie di Veronese (*). 

20. Ci proponiamo ora la seguente questione : quali sono le poloconicfae 
delle coniche polari di C*? Per questo rìoordiamo che se ax* = & l'equazione 
simbolica di C* e se ^^ e e^ sono le coordinate di due punti del piano, la con* 
dizione perchè la conica polare di y , pensata come inviluppo, sia coniugata alla 
conica polare di z , rispetto all'Hessiana, conica pensata come luogo, è espres- 
sa da: 

essendo S il noto invariante di quarto grado; quindi, supposto S =[= e supposto 
di tener fermo z, il punto y percorrerà precisamente la poloconica della conica 
polare di z rispetto all'Hessiana, poloconica presa però rispetto alla C*; ma al- 
lora si avrà anche (16): 

Zm poloconica di una conica polare è la conica polare del polo rispetto 
all' Hessiana. 



(*) ynoaam.— La superficie tmaloide normale a due dinuasient ecc. Hem. della 
B. Aoc. dei Lincei, Sene IH 1883-84. | 
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Segno facilmente: 

Vi Bono nove coniche polari apezzate in coppie di retti che hanno per pa- 
lùconiche coniche della atetsa specie. 

Se la cubica fondamentale 6 armonica: ]a poloconica della poloconica li 
sua conica polare è la conica stessa qoindi : 

La rete deUe coniche polari di una cubica armonica è formata da coniche 
tutte unite nella omografia prodotto di quelle fra conica e poloconica relativ» 
alla fondamentale e alla aua Uettiana ('). 

21. Sia C* nna conica e si voglia trovare il Inogo del quarto vertice di un 
quadrangolo coniugato che ba i rynanenti tre sa C*. Se X è an panto del laogQ 
si potrà trovare almeno ana terna di panti A, A, A, appartenenti a C* tale oha 
A, A| A] X sia nn quadrangolo conìngato, quindi A, Aj Aj sarà nn triangolo con- 
iugato alla conica polare di X : E,*, e per conseguenza sarà C* coningata a E,*, 
cioè X é un punto della poloconica di C*. Viceversa se X appartiene a detta 
poloconica, K^* è coniugata a C quindi in C si potranno inuorivere co* triangoli 
coniugati a K,* e fta questi ce ne sarà nn numero finito coniugati anche a C*. Se 
A,À,A, è uno dì qnestl triangoli sarà X A, A, A, nn quadrangolo coniugato (3J. CI 
resta da vedere quante soluzioni dà il punto X cioè quanti triangoli si possono 
inscrivere in C* coniugati contemporaneamente alla cubica e a T^^- l'or questo 
osserviamo cbe se nel teorema di Caporali n." 12 (*) consideriamo una conica 
mvece della retta r abbiamo che se un punto A, descrive la conica C* t due 
vertici A,, A,, che insieme eoo A, completano un triangolo ooningato^ E,' e 
a C*, descrìvono una curva di 8* ordine 0* che passa per i quattro punti dove 
Ef* incontra C* (Tralasciamo la dimostrazione). Ora perC> , essendo C* e E^* 



(*j II teorema n." 33 di Caporali dice : < Se nn quadrangolo i coniogato a una 
cubica ed alla sua Hessiana , le rette polari dei snoi vertici (rispetto ad ognuna 
delle dne curve) concorrono in uno stesso punto. Inversamente ; se le rette polvi 
dei vertici dì nn quadrangolo coniugato passano per ano stesso punto, il quadran- 
golo è coniugato anche alla Hessiana e quindi a tutte le cubiche sisigetiche. Vi 
è una iQ&aità doppia di quadrangoli coniugati ad un fascio di cubiche sizigetiche; 
sono i quadrangoli inscrìtti e coniugati a ciascuna di esse >. Da questo teorema e 
dalle cose dette al n.o 20 sì può trarre la dimostrazione del seguente teorema : 
GU a>* quadrangoli coniugali a urta cubica e alla luh Hessiana , olire estere tn< 
icritti in tutte le cubiche del fascio sixigetico, sono inscritti in oe* quartieheì di que- 
ste ne passano co* per ogni quadrangolo. 

(*) < Quando un vertice di un triangolo coniugato a C e P si muove sopra unn 
retta qualunque r ( si veda il n.'> 10 sopra citato dei teoremi di Caporali), gli 
altri due vertici descrìvono una curva ^ del quarto ordine: questa curva ba ttn 
punto doppio nel polo di r rispetto a C ; incontra la retta r sei due punti in cnì 
questa è incontrata da G , eco. 

TOL. XZXIX. 20 
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coniagatfl, per ogni posizione di A, sa C*, è possibile determinard un triangolo 
coniugato a K', e inBorìtto in C*, ne Tiene di coDsegaeuza che quando nno dei 
due vertici A, , A, che percorrono C viene a coincidere con no panto di C* an- 
che l'altro viene a cadere su detta curva e il ponto A, stesso appartiene a C 
oltre che a C*. Vediamo cosi che le intersezioni di C con C*, prese convenien- 
temente 3 a 3, danno tanti triangoli coniagati a K^* e C». Vanno esclusi i 4 
punti dove K^* Incontra C* e per i quali, come abbiamo fatto osservare passa 
C perchè, come si può vedere dimostrando II teorema che, abbiamo enunciato, 
quei punti danno soluzioni degeneri cioè triangoli con due vertici coincidenti 
che non vogliamo considerare. Il problema ammette dunque quattro soluzioni. 
Riassumendo abbiamo : 

Data una conica C, il luogo del 4*^ vertice di un quadrangolo coniugato a 
C^ tale che i rimanenti tre appartengano a C* è la poloconica di C*. Ciatcun 
punto X di guetta poloconica dà quattro quadrangoli della specie richiesta che 
hanno in comune quel punto. 

Il teorema vale anche nel caso che la C* sia una coppia di rette, solamente 
però , allora , ogni punto X della poloconica da 2 sole soluzioni come si può 
vedere facilmente. 

22. Siano date due rette a,b e sia C" la poloconica mista che incontra a 
in A,B, b in C,D. Il punto A appartiene a C* quindi rispetto alla conica polare 
di A le due rette a,b sono coniugate cioè il polo B' di 6 ala su a. Ha ora 
dico che esso coincide proprio con B. Infatti B' è polo di b rispetto alla conica 
polare del punto A di a, quindi per la seconda definizione di poloconica mista 
(17. II) B' deve appartenere anche alla poloconica. Coinciderà dunque con B 
o con A , ma nel secondo caso A sarebbe nno dei quattro poli di b rispetto a 
C mentre ciò in generale non è , dunque B' coincide con B. Di qui ricaviamo 
che la retta polare mista di A,B è CD ; analogamente si può prorare che la retta 
polare mista di C,D è AB e quindi A B C D è un quadrangolo coniugato. Ab- 
biamo cosi questo notevole teorema: 

La poloconica mista di due rette taglia le rette steste in 4 punti vertici di 
un quadrangolo coniugato. 

23. inversamente se AB CD è nn quadrangolo coniugato., la poloconica 
mista di una coppia qualunque di Iati opposti passa per A,B,C,D. Infatti conside- 
riamo per es. la coppia AB , CD , la conica polare di A, per es. ha il triangolo 
BCD per coniugato, dunqufT B è polo di CD rispetto alla conica polare di A , 
appartenente a AB, cioè la poloconica mista di AB, CD passa per B. Analoga- 
mente dicasi per gli altri vertici. Di qui e dal fatto che le poloconiche delle co- 
niche di un fascio formano pure un fascio segue : 

I quattro vertici di un quadrangolo coniugato a una cubica tono i punti 
base di un fascio di coniche tali che ciascuna conica del fascio ha la poloco- 
nica nel fascio stesso. 
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24. Estendiamo il teorema del n." 22 prendendo invece di una conica spez- 
zata in due rette ana conica qnalanqae ; dimostriamo cioè il teorema : 

Data una conica a^ = 0, t 4 punti dov» tua è incontrata dalla sua polo- 
conica formano i vertici di un quadrangolo coniugato. 

Sia a^' = &2* = Cx* = ... = l'eqaazioDO simbolica della cobioa, sar& 

(cda)c,d,=:0 

quella della sna poloconica. Consideriamo il fascio 

a^* + \(cda)*c^d^ = (II) 

e la poloconica della conica corrispondente al valore X del parametro: se si 
pone : 

o,»tX{cdo)*c^d,= A,» (II) 

(a6A)a„6^ = 

l'equazione della poloconica; e poiché dalla (II) si ricava 

ftf Sp, + X (e d a}* Ci d^ = À| At 

Bostitnendo si avr& 

(aba:^a„b„ + Hcday{abc)(abd)a^b^=0. (Ili) 

Ha dal secondo termine di qnesta si paò staccare il noto invariante S di 
ijn&rto grado, perchè si ha : 

(a 6 e) (a fc d) (e d a)» a, &, = "l" «,* S. 

SoBtitnendo nella (HI) 

•■' + ia^' 

Donqae la poloconica di una conica appartenente al fascio determinato da 
una conica qualunque aj = e dalla sua poloconica è una conica appartenente 
al fascio stesso. Allora considerando ana delle coniche del fascio deg^eneri in 
Qua coppia di rette ed applicando II teorema del n* 22 risalta dimostrato quanta 
Bì voleva. 

25. Segue di qui la risoluzione del problema : Data una conica inscrivere 
in tua un quadrandolo coniugato, che è una generalizzazione di un problema 
già trattato in altro modo (7). Per il teorema precedente si trova subito una 
Bolozione prendendo i 4 punti d'incontro della conica data colla sua poloconica 
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« d'ultronde questa soluzione à unica perchè altrimenti (23) la conica coinci- 
derebbe colla sna poloconica e questo in generale non avviene. 

26. Le coniche del fascio considerato (24.1) che coincidono colle proprie 
poloconiche corrispondono ai parametri 



■Vi- ' ^ = -^1 



donqtie : per i quattro vertici di ogni quadrangolo coniugato pa$»ano ì coniche 
coincidenti colie proprie poloconiche. In seguito indicheremo queste coniche con r*. 

Sia data una F*, dico che in essa è possibile inscrivere od* qnadr&ngolt con- 
ingati. Fresi dne ponti su r* sia r la loro retta polare mista che incontrerà r* 
in due punti C,D. Proviamo che ÀBCD ò un quadrangolo coniugato; la conica 
polare di A, K**, fe coniugata a r* quindi è possibile inscrivere in r* co' trian- 
goli coniugati alla detta conica polare. Ciascun punto di r* ne dà uno, se dun- 
que prendiamo il punto B, la retta polare di B rispetto a Ea*|GD, darà il 
triangolo BCD coningato alla conica polare di À. Analogamente si prova che 
AGD è coniugato alla conica polare di B ; ciò è sufBciente (4) per poter con- 
clndere che À B D è un quadrangolo coniugato, dunque : 

J» una conica coincidente colla propria poloconica sono inscritti co* qua' 
drangoli coniugati. 

27. Quale infinità costituiscono le coniclie coincidenti colle proprie polo- 
coniche ? 

Ogni quaderna coniugata a G^ dà due tali coniche, ma contando in questo 
modo ogni T' viene contata oo* volte, quindi : le coniche coincidenti colle pro- 
prie poloconiche sono qo*. 

Abbiamo già veduto come, riferendo proiettivamente le coniche del piano 
ai punti di un 6, si possa considerare la corrispondenza fra conica e poloconica 
come un' omografia non singolare involutoria dello spazio S^ in sé stesso. Ora 
abbiamo dimostrata l'esistenza di ao* coniche coincidenti colle proprie poloco- 
niche, corrispondentemente nell'Sj avremo oc' punti della omografia che coin- 
cidono col propri corrispondenti. Oli spazi di punti uniti saranno costituiti da 
due B, , perchè dne sono gli spazi uniti di un'omografia involutoria. 

28. Per ì quattro vertici di un quadrangolo coniugato passano , come ab- 
biamo visto , dne coniche coincidenti colle proprie poloconiche quindi, l'S, che 
nel!' 8, rappresenta it fascio che ha per punti base i vertici del quadrangolo in- 
contra { due piani di coniche r* che chiameremo 8,' S^". Viceversa se nn S, 
incontra S,' S^" esso è nnito nell'omografìa, quindi il fascio di coniche che esso 
rappresenta ha per punti base quattro punti coniugati , dunque possiamo dire : 

Lo studio della varietà dei quadrangoli coniugati a una cubica coincide collo 
iludio delle varietà degli S, che incontrano due piani indipendenti dell'S^. 

29. Osserviamo una proprietà metrica che non k priva d'interesse. In o^ni 
liOnica Bi può Inscrìvere un quadrangolo coniugato, ora fra le coniche del piano 
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ci sono i circoli dan<)ue: i quaSrangol coniugati che hanno i vertici su una 
circonferetiza sono a>*. NelI'Sg la totalità doi cerchi di nn piano è rappresentata 
da un S, , questo S^ incontra S,' e S^" in un ponto quindi : nel piano di una 
eubica esistono due circoli e due soli nei quali sono inscritti a>' quadrangoli 
coniugati, 

30. Abbiamo veduto (18; che se la corrispondenza non è biunivoca, cioè 
se l'omografia è singolare, l'HeBsfana si spezza. Possiamo veder ciò anche aoa- 
liticameate, se poniamo 

(a b a)» a^ 6» = A,» 

le foratole dell'omografia sono 

AjA» = (a6a)»aifc* (ioft = I. 2. 8) (A,A» = A4A, e «(iij = o,a,) 

Il modulo M si pad calcolare considerando , invece della forma g^enerale , 
la forma canonica 

• (T,* + ce,* + fljj' + 6m Ec, a;, a, = 0. 

Si trova: 

M = - 8S». 

Se danqae 8 = 0, l'omografia 6 singoiare, sì pnò vedere facilmente che in 
tal caso i dae piani S^' S/' vengono a coincidere in nno solo 11 e che questo 
piano, rappresentante la rete di coniche che passano per i tre vertici del trian- 
golo Hessiano, b nello tempo l'S^., e l'S,,.^ delle omografie singolari. Cosi 
avremo che ad ogni punto di II corrispondono tutti i ponti di un S, passante 
per n e che ad an punto faori di questo piano corrisponde un determinato 
ponto dì n il quale inoltre è li corrispondente di tutti i punti dell' 8| indivi- 
duato dal punto e da II, Seguono cosi immediatamente i seguenti teoremi : 

La poloconica di una conica rispetto a una cubica equianarmonica è polo- 
contea di altre r»* coniche appartenenti al sistema lineare determinato dalla co- 
nica presa e dalla rete delle coniche passanti per i tre vertici del triangolo 
Jletsiano ecc. 

Il circolo che passa per i tre vertici del triangolo Hessiano contiene ce' 
quadrangoli coniugati ed è V unico circolo del piano che gode di questa pro- 
prietà (29). 

31. liVa le r* consideriamo quelle che si spezzano in due rette (*). 



Hanìfestamente non ci possono essere F* formate da nna retta 
iw Tolte. 
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Siauo a, b le rette che costituiscono ana di queste r*, non tal conica, corno 
oh^dì altra ^^ Incontrerà l'Hessiana in sei punti 2 a 2 coniagati {<) qaindi po- 
tranno avvenire dne casi : o nessuno dei punti d'incontro di a coll'Hessiana ha 
il sQO coniag&to su a (lo stesso avverrà quindi per b) ovvero dae dei ponti 
d'incontro di a coll'Hessiana sono coniugati. Nel primo caso se a incontra l'Hes- 
siana in À,B,C, b l'incontrerà nei coniugati A' , B' , C, qaindi il ponto d'Incontro H 
di b con a apparterrebbe all'Hessiana e ciò è assordo perchè a avrebbe qnattro 
punti a comune coll'Hessiana non potendo M coincidere con ano dei tre punti 
À,B,C perchè o l'Hessiana avrebbe un punto coincidente col proprio coniugato, 
a coincìderebbe con b. Resta dunque il secondo caso : procediamo alla costru- 
zione di una tal conica V*. Siano À,À' dne punti coniugati deil'Hessiana, la retta 
AA', tangente della Cayleyana, incontrerà l'Hessiana in un altro punto B. Allora 
se M,N,P,Q sono i 4 punti base dei fascio delle coniche polari dei punti di detta 
tangente^ le rette MP, NQ costituiranno la conica polare di B e sarà il loro punto 
d'incontro il coniugato B'; d'altre parte le rette UF, NQ sono tangenti della Cay- 
leyana quindi se esse congiuugono rispettivamente le coppie di punti coniugati 
EE', FF', nelle 2 coppie dì rette AA'B, B'EB'; AA'B, BTP' abbiamo 2 coniche 
r* spezzate in 2 rette. Cosi abbiamo: 

Le coppie di rette che cottituiscono coniche coincidenti toUe proprie polo- 
coniche inviluppano la Cayleyana. Fistata una tangente qualunque di questa 
curva essa può essere associata in due modi e in due soli con un' altra tangente 
in modo da dare una conica degenere coincidente colla propria poloconica. 

32. Ciò vuol dire che la rete delle coniche polari della cubica e le reti di 
coniche r* hanno la medesima Hermìttiana , e poiché ogni rete si può pensare 
come rete di coniche polari dì una certa cubica così vorrà dire che la cubica 
data o le due che hanno per reti di conictic polari quelle rappresentate dai 
piani fj', S'\ appartengono al fascio sizlgetico determinato da una di esse. Al- 
lora, siccome l'equazione della rete di coniche polari di una cubica del fascio 
sizigetico è data da: 

cosi le due reti che contengono le coniche r* avranno rispettivamente per equa- 
zioni (26) 



(*) Notiamo a questo proposito il seguente teorema: Le oc' coppie di punti 
conìngati deil'Hessiana di nna cubica si possono in oo* modi riunire In terne tali 
che i 6 punti 2 a 2 coniugati siano sopra nna conica. Le coniche che contengono 
queste sestuple costituiscono dne reti distinte. 



,y Google 



)( 159 )( 

33. Eitorniamo a considerare le coppie di ponti comnni a od' quadrangoli coniB- 
gaiì (12). Sia P,Fi nna tal coppia e r la retta potare mieta che è il lato co- 
rnane degli <»* quadrangoli. Un pnnto X di r associato a nn paato Y della retca 
stessa e ai pnnti P|Pt dA, come eappiamo, an quadrangolo coniogato. Segae di 
qui che il triangolo YP,P, ò coniagato alla conica polare di X e che la polo- 
conica delia coppia di rotte r e P,Pj passH per X cioè contiene la retta r. Ma 
d'altra parto, per lo stesso ragionamento, la poloconica dere passare per P, e 
P, danqae la conica r.P,P, è nna P^ Come consegnenza abbiamo (31). 

Le ce* coppie di punti, vertici diinfiniti quadrangoli, appartengono tutte alle 
tangenti della Cayleyana. Le rette polari miste di dette coppie sono tangenti della 
Cayltyana. Dunque ogni tangente della Cayleyana deve contenere od' coppie. Ve- 
diamo come sono distribuite. Indichiamo con A,À',B e con B'CC i pnnti dove n e b 
rette di una F* degenere, incontrano rispettiyamente 1' Hessiana. Per la costru- 
zione data (31) h fa parte della conica polare di B, qaindi le coniche polari dì 
latti i punti di a = .4A'B s' intersecano in due punti fissi di b, E,F, analogamente 
avviene per a, cioè tutte le coniche polari dei punti di & = B'CC' s'intersecano 
in due ponti fissi 0,H di a. Allora, ricordando la costruzione del quadrangolo 
coniugato (5) ricaviamo subito che una coppia qualunque di a che separa armo- 
nicamente E,F insieme a una coppia qualunque di b che separa armonicamente 
0,H dà un quadrangolo coniugato, cioè tutte le coppie che separano armonica- 
mente O, H di b sono altrettante coppie che danno od' quadrangoli. Ora sic- 
come (31) nna tangente della Cayleyana può essere associata a due altre in 
modo da dare uua V* coti abbiamo: 

Le OD* coppie di punti ognuna delle quali è comune a infiniti quadrangoli 
appartengono tutte alle tangenti della Cayleyana, fu ogni tangente, queste cop- 
pie, coatittiisùono due involusioni, 

34. Ritorniamo all' omografia stabilita oell' Sg. Un 8^ generico taglia in due 
S, i due piani uniti, segue di qui: 

Dato un sistema linare w* di coniche, esso contiene due fasci distinti di co- 
niche coincidenti colle proprie poloconiche. Le oo* quaderne che si ottengono in- 
tersecando una conica di un fasico con una qualunque dell' altro sono altret- 
tante quaderne coniugate. 

Olì 8, uniti S't8''| sono nello slesso tempo ì sostegni degli spazi di Iperpiani 
nniti quindi: 

ì^el piano di una cubica si possono trovare ce* sistemi lineari o»' di coniche 
tali che per ognuno una conica del sistema ha la poloconica nel sieteTna stesso. 
Fra le oc* quaderne di punti che si ottengono intersecando una conica di uno 
di questi sistemico* con un' altra del sistema stesso co* di esse sono quaderne 
coniugate. 

Le stesse considerazioni si possono fare per gli Sj considerando prtma un 
S, generico poi gli S, uniti che, come subito si vede, sono di due specie e cioè 
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(loelli detennìnitti da qd piano di pnnti nnitl e da un pasto dell' altro e qnelti 
detcrtnioati da due rette apparteDenti una a S\, una a S''^. 

'ab. Eisolviutno ora il problema: < trovare il nomerò dei quadrani^oli coningati 
contemporaneamente a due cubiche C',IT' >■ Consideriamo le omografte che esse 
stabiliscono nell' S, colla corrispondenza iVa conica e poloconica riapetto a cia- 
scnna. Siano S\Q"t i piani fondamentali della omografia relativa a C*, n'^n", 
quelli dell' omografia relativa a H*. Se un quadrangolo ABCD è coniugato alle 
duo cubiche, per ì suoi vertici passano due coniche coincidenti colle proprie po- 
loconiche rispetto a C* e due coniche coincidenti colle preprie poloconiche ri- 
spetto a 11' (26). Ciò vuol dire che l'S, che nell' Sg rappresenta libaselo di coni- 
che che ha per punti base i punti A, B, C, D incontra i quattro piani S'(,S'i,ic',,s". 
Viceversa se un S, incontra i quattro piani S'i , S'', , ic'j , i:', esso è unito nelle due 
omografie, cioè nel piano delle cubiche rappresenta un fascio tale che ogni co- 
nica ha, rispetto ad ogni cubica, la poloconica nel fascio etesso, cioè i 4 pnnti 
base sono coningati a C* e II'. Sì noti ora che S', , S"» non hanno punti a co- 
mune e cosi pure H'^ , n"], d'altra parte siccome le cubiche sono prese arbitraria- 
mente i piani fondamentali della prima omografia non avranno punti a comune 
con i piani fondameniaU della seconda ('), quindi il problema di determinare i 
quadrangoli coniugati a 2 cubiche coincide nel seguente. Dati quattro piani 2 
a 2 indipendenti, trovare le rette che si appoggiano contemporaneamente ad essi. 
Questo problema si risolvo facilmente. Basta considerare le due stelle di S, che 
hanno per sostegno due qualunque degli S^ dati a considerare c^me corrispon- 
denti quelli che proiettano uno stesso punto di uno degli altri due S,. Segando 
queste stelle col quarto S^ si ha in questo una proiettivita. I tre elementi uniti 
risolvono la questione. 

Abbiamo dunque il teorema; 

Date due cubiche qualunque, ease ammettono in generale tre quadrangoli eontu- 
ffati a entrambe. 

Può darsi il caso che l'omografia ora considerata sia un' omologia o l'idei)- 
titfl; nel piimo caso si vede facìimcnto che gli S, partenti dall'asse di omologìa 
e che si appoggiano al quattro piani descrivono una serie rigata B che nel piano 
delle due cubiche viene rappresentata da una qnartica. Al risultato precedente 
possiamo dunque aggiungere: 

Due cubiche possono avere oc* o oo* quadrangoli coniugati a comune: nel 
primo caeo, uno aia da sé (quello corrispondente all' S, che parte dal centro di 
omologia) e gli altri sono tutti inscritti in una quartica. 



0) Si noli anche che le coppie di piani che si possono pensare come piani fon- 
damentali di una cmograiìa sono precisamente a>^ come le cubiche del piano. In- 
fatti nn piano nell' Sj si può prendere ad arbitrio ma l'altro viene determinato in 
due modi perchè deve soddisfare alla condizione dì avere a comune col primo l'Her- 
mittiana della rete di coniche che esso rappresenta. 
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36. Si può notare che contemporiiDeamente noi abbiamo risolto un'altro pro- 
blema cioè: Trovare il namero degli esalaterì polari comani a due cubiche che 
SODO formati dai sei lati di un quadrangolo. Infatti per il noto teorema di Ro- 
sanes si sa che i sei lati di un qtiadrangolo coniugato costituiscono un esalatore 
polare e Ticeversa. Abbiamo cosi: 

I. Due cubiche hanno in generale tre esalateri polari a comune formati dai 
sei lati di un quadrangolo. 

II. Due cubiche possono arere a comune ce* esalateri polari ognuno formati 
dai sei lati di un quadrangolo. Uno di questi esalateri non ha po^iizione parti- 
colare rispetto agli altri mentre questi attimi inviluppano una curva della 6.> classe. 
Infatti l'intersezione della rigata R con la M'^ rappresentante le coniche spez- 
zate in coppie di rette è una G*, che nel piano delle cubiche C*,n' rappresenta 
uDa serie di coniche d' indice 6 tutte degeneri, ciò vuol dire che la classe cer- 
cata è appunto 6. 

III. Due cubiche possono avere a comune oc* esalatori polari formati dai 6 
lati di un quadrangolo. Ciò avviene per esempio quando una cubica appartiene 
ai fascio sizigetjco determinato dall' altra (vedi Teorema di Caporali n.* 23 ci- 
tato 1d nota al d." 20). 

37. Sia ÀBCO un quadrangolo coniagato alle cubiche C^,n*, esso sarà con- 
iagato a tutte le cabiohe del fascio , quindi anche alle 4 equianarmonlche che 
ad esso appartengono. Ciò vuol dire che la poloconica di una conica passante 
per A,B,C,D^ rispetto a una delle i cubiche equianarmonlche passa per i tre ver- 
tici del suo triangolo Hessiano (30) cioè i quattro vertici di ogni quadrangolo 
coniugato a C e U' e i tre vertici di un triangolo Heesiano sono punti appar- 
tenenti alla stessa conica. Supponiamo ora che st tratti del secondo caso, cioè 
che C* e II' abbiano a comune od* quadrangoli coniugati. Se per generare la 
quartica, luogo dei vertici di detti quadrangoli, prendiamo i due fasci che cor- 
rispondono a quegli S, secondo cui la rigata K taglia i plani singolari delle omo- 
grafie relative a due cubichu equianarmonlche, avremo nei piano due fasci ognuno 
dei quali ha tre dei suol punti base nei tre vertici di uu triangolo Hessiano di 
Dna cubica equianarmonìca. Abbiamo cosi: 

La quartica che contiene gli co* quadrangoli coniugati a C^ e II* pama per 
i dodici vertici dei quattro trilateri che sono le Hessiane delle cubiche eqaìanar- 
moniche del fottio. 



VOI., xxxa. 
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SUUK FUNZIONI SFERICHE SIMMETRICHE 

DEL CAMPO AD N DIMENSIONI 
MEMORIA 



Dott. VIRGILIO GIULOTTO (a Mantova). 



Oltre alle ordinarie funzioDi sferiche generate dai polinomi omogenei di 
gi-ado n fg{xyz) Boddiafacentl alla nota equazione differenziale: 



93» 



Airono studiate anche le funzioni sferiche del campo ad N dimensioni che na- 
scono dai polinomi!, omogenei di grado n, f„(.x,x^ ... a;,) soddisfacenti alla se- 
guente equazione in N variabili analoga a quella di Laplace: 



Sa quest'argomento vi è anzi una non iscaran bibliografia, e sono pregevolis- 
sime le Memorie di Heine, Tonelli, Mehier, Cayley, Clebsch ('j. 



l') Heine — Ueber eìnige bestimmU Integrale (Giornale di Creile voi. 61) e Z>ie 
specieUen Laméxchen Funclionen erster Art von beliebiger Ordnung (Giornale 
di Creile, voi. 62). 

Tonelli — Ueber die Patentìalfunction in einem mekrfach autgedehntett Raume 

(Nach. von der Geselleschaft zu GtSttiogen). 
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In questo lavoro, definite nel campo ad N dimeneloni, in analof^ia con la 
teorica delle fanzloal sferiche ordinarie, le funzioni sferiche simmetriclie dì prima 
e di seconda specie, stabilite con nuovi procedimenti l'equazione differcDzialc 
cui esse soddisfano, l'espressione generale delle funzioni sferiche simmetriche di 
prima speciCj la formula di Jacobi ed Ivory, già determinate dal signor prof. 
Tonelli nella Memoria citata, dimostro di esse pareccbie nuove proprietà. 

CAPITOLO I. 

Generalità — E»pres»ione generale delle funzioni sferiche simmetriche 
di prima specie. 

§ !.<■ Prendiame a considerare l'equazione in N variabili (N>, 3) analoga a 
quella di Laplace: 

e diciamo funzione armonica ogni funzione /(x,x, . . . a;,) clie la soddisfi. 

Sia ora ^^{x^x^ . . , ^,) una funzione armonica om'iganea dì grad^ n ; se in 
luogo di considerare i valori di questa funzione per tutti i punti dello spazio 
r, = (3:,x, . . . a;») lì consideriamo per i punti di una ipersaperfìcie V„,, di -„, ot- 
teniamo una certa funzione di N — L parametri indipendenti. Se assumiamo In 
particolare la ipersuperficie sferica di raggio uno col centro nell' origine, vale a 
dire la varietà dei punti §,* + |(* + . . . £„* = 1, la funzione di N - 1 parametri in- 
dipendenti che vi corrisponde, si chiamerà funzione sferica di ordine n delio 
spazio ad N dimensioni. 

Per la definizione data, posto 5; = - (r = ^a:,' + a;,* + . . . «,') , fra ia fun- 
zione armonica omogenea <f„[x,x^. . .x„) e la funzione sferica s,^(5,$, . . . 5») ha 
jaogo la relazione: 

,.,i,i,...u='^'q;-^--'. 



Mehler— Ueber die Eniwìcklung einer Function von beliebig vielen Variablen 
tiach Laplacetcken Functionen h'óhrer Ordnttng (Jour. fOr die Malli, voi. 66). 

Cayley — Sur le» fonciiont de Laplace {Jour. des Mathématiques, voi. 13). 

Clebsch — Ueber einigt Eingetchaft der Kugelfunctionen (Giornale di Creilo, 
voi. 60). 
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S' intende che la (p»(Si5t . . . 5-1) considerata come fanzione P di N - 1 para- 
metri IndipeDdenti , non Boddisfer& più rispetto a questi all' eqtiazione differen- 
ziale di Laplace. 

Noi ci occoperemo solamente dello studio dì certe funzioni sferiche gene- 
rate da polinomi armonici omogenei. 

§ S.° Proponiamo anzllntto dt vedere quanti sono i polinomi armonici omo- 
genei di grado n linearmente Indipendenti fra loro; troveremo cosi anche il no- 
merò dello funzioni sferiche di ordine n linearmente Indipendenti da essi generate. 

L' espreasioue più generale di un polinomio 4> omogeneo in N variabili e di 
grado 71 è: 

-\',-^'''' "''■■■'•'' '■''+'•' ■.. + ».=») 

ed il numero de' suoi termini è: 

(N -t- ro - 1) (N -I- n - 2) (N -H)N 

Se vogliamo che * sia anche armonico, dobbiamo far in modo che sìa : 

A. * = 0. 

Uà ij4i è un polinomio che, uguagliato identicamente a zero, dà tante re- 
lazioni fra i coefficienti A quanti sono i suoi termini. Ora i termini di Aj4>, es- 
sendo Aj^ ancora omogeneo e di grado n—2, sono 

(N + n - 3)(N -^ ti - 4 ) {N + 1) N 

(n-2)! 

(N -i- n - 3) (N + M - 4) (N -HI) N 

perciò avremo '^ -■ — — ^ ^^ — - — 

(N + n-l)(N + n - 2) (N + 1)N 



-— — — relazioni fra gli 

(n - 2). 

coefficienti A di 4: quindi l'arbitrarietà 



ni 
dei coefficienti A delle funzioni sferiche che ne derivano è almeno : 



QJ + n- 1)(N H- » - 2) . . . (N -H)N _ (N + w - 3)(N -^ « - 4) . ■ . (N f 1)N _ 
^ (N-l)N(N^-l)...(N+«-3) (jj^2„,2j 
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dico almeno , perchè si potrebbe dubitare che le relazioni fra i coefficienti A 
non fossero indipendenti. 
Dnnqne esistono almeno 



runziooi sferiche indipendenti di ordine n; ma dopo che avremo dimostrato che 

il numero dei polinomi è al più — ^ '" ^ (N+2« -2) potremo 

concludere che il numero delle funzioni sferiche Indipendenti 6 precisamente 

^ . , , , (N+n-l)(N+»-2)...(N+l)N . , , 
8e una finzione è armonica, le sue ^^ ____— — derivate 

-3KN + w-4)...(N+l)N 



(n-2)! 

relazioni che si hanno derirando la (1) a, volte rispetto ad x, , sc^ volte rispetto 
ad jr, . . . «H volte rispetto ad acs colla condizione : o, + o, + . . . Ou = « — 2. 

Queste relazioni sono Indipendenti per il fatto che in ognuna di esse com- 
pare almeno una derivata non contenuta nelle rimanenti. 

Se^e di qui che in un polinomio armonico omogeneo le derivate n"" oesia 

„ . ,. , . , j {N + n-3)(N + n-4)...tN + l)N , , . 

1 coefncienti, sono lesati almeno da ; — — ■ relazioni ; 

(n - 2j ! 

dico almeno, perchè si potrebbe sospettare l'esistenza di qualche altra relazione 
fra le derivate n"" di una funzione armonica. 

Allora, per ciò che si è già detto, le funzioni sferiche linearmente indipen- 
denti di ordine n , sono esattamente : 



Appare anche manifesto che , se ^ è armonico , fm ì suoi coefficienti esistono 

- 3)(N + n-A) . . . (N 4 



§ 3.0 Sia (f„ una funzione armonica omogenea di grado n ; allora la fun- 
zione 7 definita dalla relazione : 



▼ = '-^ ?„ (x, a;, . . .x„) 
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è una funzione omogenea di grado n -i-p: ci proponiamo di vedere se sta pos- 
sibile determinare p in modo ette la V sia pure nna finzione armonica. 
Dalla (1) ricaviamo : 

(X,* ix,* 'dXf ' '" 

Immaginiamo scritle le N equazioni che si ottengono da qaesta , dando ad s 
EucccsBivamcnte i valori 1 , 2, ... N ; Bommandole membro a membro si trova: 

■Ì*Y = r" \ ?« +■ 2p ^-' (x, 1^ + X, ^^ + . . . iCs ^) + Np 9„ f'-*+p(p-2)f''*<f„ 

ed oBsendo <f^ omogenea, per il teorema di Eulero : 

4,T = »* i, ?, + aj) n (p. »*"» + Np ?„ r^-* + p{p - 2) f*"* <p„ 



A,"? = i-' A, (p, + p T-»-' (p, (2« + N + p - 2). 
Ma 9„ è per ipotesi ana funzione armonica, dunque : 

perchè sia armonica anche la T deve qnindi essere oj)=0 oppure 2B4N+p— 2-0; 
il primo valore di p non interessa perchè, per la (1) , si ha : 

perciò il valore di p che aoddisla alia questione è dato dalla seguente ngna- 
glianza : 

p = ~ (2« + N - 2) 
Dunque : se % è una funzione armonica omogenea, anche la funzione 

è armonica ed otnogenea. 
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Se salla T si opera come snlla f per ottenerne mia nuova funzione armo- 
oica, ai vede facilmente che si ricade sulla f; si può qnindi eouclndere che: 
M due funzioni 9 e T sono legate fra loro dalla retatione: 



una di este è armonica ed omogenea, è armoniea ed omogenea anche l'altra. 
Due funzioni armoniche ed omogenee in tAÌe relazione, si diranno fra loro 



§ 4.° Nasce di qui an metodo per calcolare tutte le funzioni sferiche gene- 
rate da polinomi armonici omogenei. 

Sia ?„ un polinomio armonico omogeneo di grado n e con esBO costruia- 
moci la fanzione coniugata V definita dalla relazione: 



Deriviamo la (1) rispetto ad una qualunque delle variabili che, per comodo, 
deBÌgneremo con a; senza indice; allora: 



II numeratore di questa derivata è un polinomio omogeneo di grado n+1, 
designamolo con 9,^, ed osserviamo che è : r*"*" = y*!»**)*"-» ; allora : 



8x r""**'*** * 



Ora, essendo <f„ una funzione armonica omogenea, anche ^ è tale quindi è 
armonica ed omogenea anche -r- e, èempre per la proprietà, dimostrata nel pa- 
ragrafo precedente, possiamo concludere che 9,.^, é un polinomio armonico od 
amogeneo. Derivando ora la (2) rispetto ad una qnalnnqne delle variabili 
X, x, ... ITU 8i otterrà un nuovo polinomio armonico ed omogeneo 9,^, e cosi 
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via, danqae in generale le funzioni : 



(«, + a, + . . . Bn = «») 



sono polinomi armonici omogenei di grado n f m. 

Ciò poeto , partiamo da nn polinomio armonico omogeneo di grado zero 
cioè da una pnra costante che per semplicità asBumeremo nguale ad 1 ^ e for- 
miamoci la funzione coniugata : 



Allora, per ciò che precede, tutte le funzioni: 



9,{af, Xt ... CCn) = — ; — r»"+"-' («, f «t + . . . Oh = n) (3) 

dXf Sx^ . . . dxs 



sono polinomi armonici omogenei di grado n e quindi le funzioni 



''dx^"^* ...dxa " xi=^i 

sono altrettante funzioni sferiche di ordine n. 

È poi facile vedere che. dando alle a, a^.-.a^ tutta l'arbitrarietà compa- 
tibile colla condizione a, -)■ a^ 4- ... a„=n, si ottengono precisamente tutte le 
funzioni sferiche d'ordine n linearmente indipendenti. 

Infatti i polinomi if„(x,Xt...xùì de&niti dalla (3) sono tanti quante le so- 
luzioni in numeri interi dell' equazione a, + a^ + > • • + a'' = n ossia : 

(N -H n - 1) (N + » _ 2) (N 4 1) N 

ni 

e sono tatti distinti. Formando un aggregato lineare a coefficienti arbitrari si 
ottiene l'espressione piti generale di un polinomio omogeneo in N variabili e di 
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grado n (§ 2); ma siccome questo polinomio è anche armonico, fra i saoi coef- 

, . . . , (N + n - 3)(N' f n - 4) (N + 1) N , . . 

ncienti esistono precisamente ^^ :;,-, relazioni 

(n-2); 

{§ 2} risalta quindi che i polinomi indipendenti i}„{a, Xf Os) sono 

(N - 1) N (S + 1) ■ 



e elle la (4) definisce tutte le funzioni sferiche <p„(5, 5» • • • §n) linearmente in- 
dipendenti. 



Notando poi che è [r] , = 1 e che il denominatore di - 



^* Sx'* 3x/* . . . dx/" 

È una potenza di r, possiamo dire che tutte le funzioni sferiche indipendenti 
di ordine ti sono date dal numeratore dell'espressione: 



Se in particolare assumiamo tutte le a uguali a zero eccetto una a, = n, 
e poniamo 

avremo una speciale funzione sferica definita da : 



'"n^iì^ (...- = . 

che sarà fanzione delle sole )i. e $, ed anzi , per la relazione ji + 5/ = 1 , fun- 
zione della sola ^,. Questa funzione sferica di una sola variabile indipendente 
la diremo, per analogia con la teorica delle funzioni sferiche nello spazio a tre 
dimensioni , funzione sferica simmetrica di prima specie in Zn. 

È poi facile vedere che solo prendendo tutte le a nguali a zero eccetto 
Dua, la (5) definisce una funzione eterica di una sola variabile indipendente e 
poiché la (5) definisco tutte le funzioni sferiche 9„ linearmente indipendenti, si 
può infine asserire che in !.'n esiste una sola funzione sferica dipendente da 
un'unica Tariabile. 

VOL. xxzix. 22 
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§ 5. Determiaiamo l'espreasione generale della faDzIoae sferioa Btmmetrica 
di ordine h. Qaesta funzione si otlieae derivando n volte l'eBpreBsione 

F(S)=(i.+5'r- i^ 

Q tenendo poi coato della posizione: ii-i-$* = l. 

Diamo a ; r incremento — a ; allora l' espreseione precedente si mata Del- 
l' altra : 

W-t M- t 

F(t-a) = (li-i-6*-2a£ + a»)* ' = (1 - a (26 - a))" » . 

Sviluppando quest'espresBione per le potenze di a, ossia in serie di Taylor, 
il coefficiente di a" darà, salvo un fattore nnmerieo, l'espreBslone cercata della 
fanztone sferica di ordine n. 

Si tratta dunque di calcolare questo sviluppo. Abbiamo : 

(l-«(2E-a)) " = 

= V [ D" ~^^ -2)(-N}(-N-2j(-N-4) ... (-N+2(2- m)) ^„^„^ ^^, 
•1*0 2-4 . . .2m 

Sviluppiamo (25 - a)" 

(^ - .r = £ (- D' "'-^'-rf'-'— ^^" .' (25)-'. 

,_ 1-J...P 

Ma è: 

fn(m-l) (m-2) ■ . . (m-p+1) _ m(m-l)(m—2) . ■ ■ (m-p-ìi)(m-p) .. . 1 
1-2...P ~ l-2...p-(m-j>)(m-p-l) ... 1 



(1) 



dunque : 

(25 
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SosUtaendo qae8t'e8pres8ion6 nella (1) si ha con semplici ridnzioui : 

(l-2«5 + oi')""i" = 

V V /_ „' (''-a)I'(''-^^)■■■(^^-^2(^-^)) .„.^, ,., 

éLé. ' 2.4. ...2y.l-2...(m-p) ' ' ^' 



Posto m + p = n , ricordando che, per la valtdit& dello svilappo deve essere 
ni-p>0, OBSia n -2p>0, si avrA, per jl coefficiente di a" nello sviluppo, l'è* 
spresBÌone : 



\fÌ 2-4...2j>-1.2...(»-2y) » 1- r 

f V (_ ,JP (N-2)N(M + 2)...(N.2(»-;,-2)) „ 

■ ^^ ^ 24...2p.l.2...(n-2p) "^ '^ 



Vi è modo di togliere l'inconveniente della distinzione del limite eaperiore. 
Infatti, a oansa delle identità : 

(N-2)N...(N+2(„_^ 2,)=-^ tN-2)N(N.2)...(Nt2(«-g)) _ 



(N+2(n-2)tN+2(«-3)KN+2(n-4))....(N+2t»-p-l)) 
1-2- ...jt 



abbiamo dalie (uj 



"p/ tN+2{n-2iKNf2(n-3j)...',N+2i7.-p-l)) 2 4- ... 2p-l-2-...n * 

Quest'espressione di P„ vale per n pari e per n impari ed è inutile flssare 
'! limite aapcriore della sommatorii, giacché (come vedesi facilmente) i termini 
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che e! ottengono dando a p quel valori interi e posìtÌTi pei quali non è n~2j>>0, 
contenf;ono il fattore zero, epperò sono nulli. 
Sotto forma migliore potremo scrivere : 

p ,..^ CN-2)N(N+2}...(N + 2 (n-2)) 

Vf ,m n(n-l)(r.-2)...(»-2m + l) 

^ ^ ' 2.4...2m.(N + 2(n-2))tNi-2(o-3)){N + 2(n-m-l) * *• 

o , piti disteEamente : 

(N - 2) N (N 4- 2) ■ . ■ (N + 2 (n - 2)) 



( £« _ "t"-!' E»-. . «(t. -l)(«- 2)(«-3) 

P 2(N + 2 (n - 2)) * 2 -4 • (N + 2 (n - 2)) (N + 2 (n - 3)) 



P„ (5) = 

"'"-'* »^ "k"-^A"- ^A" ~ ^J ._ _ gì 

In particolare abbiamo 
P. = 1 , p, =. 



La P„ definita dalla (4) è la funzione sferica simmetrica fondamentale di 
ordine n del campo ad N dimensioni; la diremo anche polinomio di Legendre. 

Avvertiamo che la serie 1F„ a" è convergente finché il modulo di a è mi- 
nore del più piccolo dei modali delle radici di l-2a5 + **-0 v*le » dire 
tinche h mod. i < 1. 

GAP. II. 

Equaziona differenziale delle funzioni sferiche simmetriche. 
Pumioni sferiche di seconda specie. Espressioni di Ivory-Jacobi. 

§. !.■> Troviamo l'equazione differenziale a cui soddisfa la funzione sferica 
simmetrica. 

Sia il polinomio omogeneo armonico di grado n 4>, (^, j;| . . . iTn) tale cb'; 
soddisfi quindi all'equazione : 

4» *« = r^ + -3—1 + - + r-f = **■ 

' " SiT.* dir.* 5.T«^ 
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Detta ttil) 1^ fanzloDe sferica simmetrica generatit da qoesto poliDomto , 
fra *, e <p„ (Gap, I.o §. 1) suBsiBte la relazione : 

*„(x, as, . . . 3Cn) = '■''<?„(£) 

coD 6 = '^^ . Allora : 

•JXi* + Xx* + . . . 7}it* 

quindi : 

to," di' \dx,l * d- Sic," +™^ d5 dx, 

+ "<-°-'»,(5) +»(« -2)r"-' ic,',.({) + «».,■■-■ ^" ^ . 

Immsgitiiamo scrìtte le N agaaglianze cbe si ottengono da quest' nltima 

dando ad s SQCcessivamente i valori 1 , '2 N; Bommandole membro a 

membro otteniamo : 

^■»"=^" -sliMl?:;) + W-) +■■■ Ito,) 1+'" iifls37*8sr'^---M + 
i^lo, ii + i A. 

(l|)'-(|-.)'-.(af)'4('-' 

8't 8"! 8"t 1 „ 

(/a,* sa!,* oaiN r 

SI a K „ 
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si avrà , Boatltaendo : 

■»{N-1) e ^ + r-»«(» + N - 2) ?„. 

Quindi l' equazione differenziale delle fnozìoDì sferiche aimmetrìobe di or- 
dine qnalanqne n (intero e positivo) in an campo ad N dimensioni è : 

(>-!') ^- (N - l)f^ + «(«+N- 2) ,.=0. 



e proponiamoci di determinare p ed i coetfloleati A., per modo che f risalti in- 
tegrale dell'equazione : 

*^ - ^*)§" - IN - 1) E ^ + «(« + N - 2) 9, = (2) 

cosi ritroveremo lo sviluppo di P„ (Gap. I. § 6) e riconoBceremo resistenza di 
un'altra funzione che diremo funzione sferica simmetrica di seconda tpecie. 
Abbiamo dalia (l) : 

S = S A.(P - a^ìS'-"— S = S A.(p-2«. .l)fy-2»)f-— 

"* MI» "' flt-0 

Soslituendo nella (2) olteDiMmo : 
5] (l - S') A, fp - 2 m - 1) (p - 2m) !»-•"-■ - 

-2 (N-l)A,(y-2in)!'-'» + n(» + N-2) 5]a,S»->" = 

5] A,<p- 2m) (p- 2 m-1) !'-'"-■ + 

ti-O 

+ 2 } "(» + N - 2) - (p - 2«i) (N - 2 m - 2 + p) j A, {»-•• = 
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od suo he 

+ S ^ f" ~ ^ + 2m)m - 2 + »H- j> - 2m) è"*-'" = 0. (3) 

L'eHpreBsione scritta deve Bossistere per qaalonqae valore di E ; il termine 
di pib alto grado è : 

(«-;>) {N-2 +n4j))A«P' 

e perchè possa essere duIIo qnalanque sia E , essendo Ag =/= , dovrà esaere : 

o p = n , o p=-(N-2 + n). 

Cosi resta determinato p. 

Pensando p = • , oppure p = - (N - 2 + n) , la (3) diventa : 

2J A. (p - 2m) (p - 2 m - 1) E''^"-' + 

+ SA,(n-p + 2m)(N-2 4-B + p - 2m) Ep"»- = 0. 

Facoìamo cominciare anche la prima sommatoria dall'indice 1 , ponendo 
m' = m + 1 , ossia m = m' — 1. Abbiamo : 

S A«'-i(P-2m' + 2)(p--2m'+l)P*-*" + 

+ 2 A» (" - P + 2m)(N - 2 + n + p - 2m) ?""«" = 0. 
Sopprimendo l'accento come jnsigoiflcante e riunendo le due sommatorie ; 
2J j A^(fi-p + 2MKN-2+»H-p-2m)+A„.,(p -2m+2)(p-2m+l)| = 
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ossia : 

^ {n — p + 2m) tN-2+n-hj>- 2m) "■'' 

La (1) permette la determinazione di un coefficiente per mezzo di quello 
che lo precede. 

Separando le dne ipotesi : p - n e p = — (N — 2 + n), bÌ ha : 
1°) Per p = n 

A' = (" - 2 "* + 2) (« - 2 m + 1) 
"• ~ 2m (N - 2 + 2 n - 2m) ""' 

e per Eostituzioai succeBsive : 

A, _ / l,. "("-Dt"-»: (.-2:^4 -1) 

" ' ' 2.4.6... 2m-(N+2(n-2))[N+2(»-3))...(N+^n-m-l)) ° 



Dunque la tf defluita dalla relazione 
, = A.^(-1) 274rS^«T«-2) 



(n-2.i .+ l) ^,_ 



(N+2(o-2))(N+2(»-3))...(Nt2(»-m-l)) 



soddisfa all'equazione differeuziale delle funzioni sferiche simmetricbe. 

(jj 2)N.. (N + 2(n 2)1 

In particolare, posto in luogo di A'^, '-^^ '■ abbiamo 



CN-2)N ...(N + 2(n-2)) 
» = ^. 

S, .,. «i(n-l)(«-2) (n -2 »n.l) ,_ 

, ' ' 2.4...2mtN+2(n-2))(N+2(«-3)) (N+2 (»-m-l))' 

t questa non è altro che l'espressione gi& trovata della P, (Gap. I. § 5). 
20) Per p = - (N - 2 + n) 

j^„ ^ (m.2m + N-4)(n+2m t N-3) 

■" 2wi(2m + 2n + N- 2) "-' 
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e cosi si trova : 

„ _ (« + N - 2)(f> + W - l)(n + y)(« + N -I- 1) . . ■ (n + 2 m + N - 3) 
■ 2-4 .. . 2m(2n + N)(2n + N + 2) . . . {2n + 2m + N - 2) " 

QniDcli anche la funzione f' definita dalla relazione : 

., V («+N-2)(«+N-lX«+N) ■ . ■ («+2 m+N-3) („^,.,».« 

^2.4...2m-(2n+NX2nfN+2)...C2nr2m+N-2)^ ^' 

soddisfa all'equazione djfTerenziale delle funzioni Bfericlie simmetriche e dicesi 
funzione sferica di seconda specie Noi ia rappresenteremo col aimbolo Q„. 

La serie (5) é convergente solo per mod E > 1 ; la funzione Q, risulta quindi 
definita, per ora, solo all'esterno del cerchio dì raggio 1, ma vedremo che può 
estendersi, coU'aìuto di un'altra eepressione, anche all'interno di detto cerchio. 

§. Z". Riprendiamo l'equazione difTerenziale delle funzioni sferiche almme- 
iricbe : 

(1 - ^) f" - (N - 1) ? 9' -h n(n + N - 2) 9 = 0. (1) 

Poniamo : 

^'^ 1 IMI 

» = -5r = * ■ 

La (1) diventa: 

(1 - E») 4.'"^« - (N - l) E f"*" + n (« + N - 2) f "J = 0. (2) 

Dalle due identità : 

[*'(!- E*)]!»") = (I - P)([.l-*'l - (2m + 2j E-!-""^" - m(»» + 1) d.<-) 

f ^ E 1'"*" = *'"*" ? + (m + 1) (}<<"' 

ricaviamo rispettivamente (l - E") ^t"**») e tJiC"*»' E ; sostituendo nella (2) ab- 
voL. xxiix. 28 
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bìamo : 

[(1 - P) tI/]i»+<) 4- (2m + S - N) [ "I» ? ]!■+') - (m + 1) (2m + 3 - N) «J.'"' 

+ tm(m + 1) + «(fi + N - 2)] ij-l"' = 

osBìa: 

tCl-rt «t' + {2m + 3 - N) 1^ eiC+O + 1 (N + n - 3) - «»llm + n 4- 1 ] "I-W = 0. 

Essendo m arbitrario, poniamo m = N + ti-3. Allora possiamo dire clie , posto 
(p = ^iN»»-U| ^ è integrale dell'equazione differenziale segaente: 

[(1 -«*)f + (N + 2n-3)EiI']**''"" = 0. 

Designato con F[N4„_j) un polinomio generico di grado N+n— 3, abbiamo : 






e conseguentemente : 






Risulta di qui che, qualunque sia C : 






è integrale particolare delia (1). Ora f, , per N impari, è un polinomio di grado 
n, potremo quindi determinare G in modo da avere f, =■£*,■ 
Osserviamo che in ^, il termine di grado più elevato è: 

K+l»-l 

C(- 1) * iN + 2m-3)(N + 2«-4);N + 2«-5) (n + 1) ?! 
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ma il termine di piti alto grado in P„ ^ : 

(N - 2) N (K + 2) (N + 2 « - 41 

ni 

dnnqae dovrà easere : 



(- if^' CCn+0(».2) . . . (N+2 „-3, = (N-2)N(N.2 ..(N+^n-^) 



f n"^' e (tT-2)N(N + 2) (N + 2n- 4) 

^^ ' 1.2.3 (N + 2«-3) 

quindi : 



^ ' 1.2-3... (N-3)-(N-lKN+lKN +3) . . . (N+2 n-3) ' 

Per questo valore di C è ?, = F„ , danqae abbiamo : 
per N impari 



"+«1 1 -a 

^^-H^l^L^^^ (2) 



»" (N-3)!(N-l)(N+l)(Nt3)... (N+2n-3) («''+"-» 

Facendo nella (2) N = 3 sf ottiene la nota espreBsione comnnemente detta 
di Ivory e Jacob!, ma secondo Heine da attribnirsi a Rodriguce (*). 
Ora, poichfe l'equazione: 



(5»-l)"» =0 {8j 

baie Bue N-(-2n-3 radici tutte reali, anohe le derivate di qualsiasi ordine 



(') Heine — Kngelfanctionen (2» ed. pag. 
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banno latte le radici reali e di conseguenza, per la ('2), nel caso di N impari , 
hanno radici reati le equazioni P„(E) = Ò che si ottengono uguagliando a zero 
una qualunque delle funzioni di Laplace. 

Queste equazioni, in tal caso , hanno ancora te loro radici tutte distinte e 
comprese fVa -i- 1 e ~ 1 come vedesl facilmente, grazie all'espressione di Ivory 
e Jacobi, partendo dalla (3) e ricordando che una radice multipla di ordine k 
di un' equazione è multipla di ordine k~\ della derivata prima e che fra due 
radici consecutive di un'equazione a coefBcieuti reali è sempre compreso nn 
numero dispari di radici della derivata prima e quindi almeno una. 

(continua) 
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SUL TEOREMA DI BRIOSCHI DEGLI 8 QUADRATI 



K. TH. VAH L E N. 



Quando si pongono nell'identitA 



in luogo di a e<I a', x e x', prima nnmeri coniugati compIcBsi, poi quaternioni 
coningatì, in terzo luogo ottave coniugate, risultano, come è noto, i tre teoremi 
(li Fibonacci, Euler, BvioBclii : il prodotto di due somme di 2 o 4 o 8 quadrali 
è una somma rispettivamente di 2 o 4 o 8 quadrati. 
Allo stesso modo l'identità, 

{aa' + bb'){xx' + yy') = {ax + by){x'a' + y'b') + (ay' - hx'){ya' - xh') II 

che pub Interpretarsi come formola del prodotto di due determinanti di secondo 
ordine, fornisce per a=a' ,h = b' ,x = a^ ,y = y' il teorema per 2 qnadrati , per 
1 conj. «' , b conj. b' , X eonj. x", y conj. y' il teorema per 4 qnadrati. Slnd- 
nicka (') crede lecito di detlnrre nella stessa maniera da II per quaternioni con- 
jogati il teorema per 8 quadrali. Però la formola li , contrariamente a I , non 
sia che per nnmeri, i quali obbediscono alla legge commutativa della moltipli- 
cazione (*). Infatti i termini aacy' b' i byx' a' — ay' xb' — bx' ya' = ^ , per i quali 



(*} Sitzuugsber. der bòhm. Oes. der WiesenHchaften, Prttg 1863 p. 475. 
(*) Anche allo sguardo del rispettivo relatore dei < Fortschritte der Mathema- 
tìk > questo errore è sfuggito, v. 1.865 (1868) p. 133. 
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il secondo membro dell'equazione II si. distingue dal primo, non s'annullano in 
caso contrario. Questi termini danno, per esemplo per a = l,x = i,y = },b = ij 
la somma R = - 4. D'altronde la moltiplicazione dei determinanti obbedisce alla 
legge associativa, il che, come ha dimostrato Cayley, non ha validità, nelle ot- 
tave deriviinti dal teorema degli 8 quadrati (')■ 

La giusta generalizzazione si consegue per altra via. AI teorema del pro- 
dotto di due determinanti di secondo ordine, ma di terza dimensione bì pud dar 
la forma 

(aa' + 66' + ce' + dd') {ecce' + yij' + 2z' + W) = 

law+ì>y+cz-idt){a'x'^b'y'A^c'z'+d't') + (-b'x+a'y-i-dz'~ct%-bx'+ay'+d'z-c't) 

+ (- c'x - dy' + a'z + 6*')(— ex' - d'y + as' + b't) 

+ (— d'x + cy' - fa' + o'()(— dx' + c'ff - b'z + aV). IH 

Questa formola dà, per a = a', ecc. il teorema dei 4 quadrati, per a conj. a', ecc. 
il teorema degli 8 quadrati. La formola III si può far derivare anche dal pro- 

Ì« 6 e d I I a' 6' e' d' j 
. Infatti questo prodotto è 
x' t/ e^ t' \\ w y z t \ 
ugnale da una parte ad 

{aa'+bb'-^cc'-\-dd'){^xx'-\-yy'-izz'-^tt')—{aco-\-by^cz^dt)(a'x'^b'^^c'B'+d't') 

dall'altra parte a 



a b \ I e' rf' I 1 ( I a' e' j 1 6 d I ) 

a;' y I \ z t \) [\ x z \ \ y' t' \) 

I a' d' I I 6 e I H I a d I | 6' e' I j 

I a; * I I y' ^' I H I aj' *■ 1 I » z I ) 



(■) Cayley , Phil. Mag. 26 (1845) p, 208, 211 ; 30 (1847) p. 257 = Papera I , 
p. 127, 301. 
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perchè i termiiii 



a b || e d I 



|& d I 
U' *' I 



I fd'l 

\y t\ 



\a d Ub e ] 
I a:' t' Il y' z' \ 



I o' d' I 

\x t 11 y 3 I 



o & e d 

37' y' ti e 

a & e d 

x' y' «' t' 

o' V e' d' 

X y z t 

a' b' e' d' 



dànuo per somma zero. 

Con ciò è tracciata la via per l'alteriore generalizzazione. Ecco in che con- 
siste la segnenlo formola ài questo genere : 



I Og df (i| cij a, dg ag dj II dg' df a^' a^ a^ a^' dg' n, 
I tTg' X,' Xi' ITj' X^' Xg Xf' Xf' \\ Xg X\ X'i CCg Xi HCj Xg X] 

I (01) - (23)' - (4S) + (67)' I I (01/ - (23) - (45)' + (67) | 

+ I (02) + (18)' - (46) - (67)' Il (02)' + (13) - (46)' - {S7) 1 

+ I (03) - (12)' - (47) + (56)' I I (03)' - (12) - (47)' + (56) | 

+ |(04)+(16) +(26) + (37) ||(04)' + (15)' + (26)'+(37)'i 

+ I (05) - (14) + (27)'- (36)' 1 I (05)' - (14)' + (27) - (36) I 

+ I (06) - (17)' - (24) + (36)' 1 I (06)' - (17) - (24)- + (35) | 

+ I (07) + (16)' - (26)'- (34) I 1 (07)' + (16) - (25) - (34)' | 



<^k 


"i+i 


«*4. 


x\ 


^'u. 


x\.. 


a\ 


«V» 


o'it+* 


*« 


a?i4.» 


;»»+* 



/ i,fc = , 1 , 2 , 3 \ 
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Ido a, I I Qg' a,' I 

= (01) , = (01)' ecc. 

CPq Xf' \ \ Xd X, \ 

La forinola IV dà per a^ =■ a/ , ìTj = mi (j = 0, 1, . . . , 7) il teorema degli 
8 quadrati, ma per a^ conj. a/, x^ coiij. x( (i = 0, 1, . . . , 7) non dà nessnn teo- 
rema di qaeeta specie per 16 quadrati, come notariameate non ne esiste nessuno. 

KSnigsberg, Fr. 
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SUUA CONVKItGENZA DI ALCUNE SERIE INTERESSANTI 

NELLA TEORICA DELLE FUNZIONI ELLITTICHE 
E DELLE FUNZIONI ARMONICHE 

PEL 

Dott. LORENZO DE SANCTIS 



§. I. Allorcbè, nella teoria delle funzioni ellittiche, sì vnol pervenire alla 
coHniitione «Iella funzione ae d! Welerstrass capita di dover dimostrare la con- 
Tcrgenza della serie : 



S' 



n (1) 

(tu* 4 n»)'* 



doTe m , n percorrono tutti i poBslbili valori intieri, esclusa la combinazione 0,0 
fper indicare la qnal cosa poniamo davanti al simbolo sotnmatorlo l'accento). 

Cosi allorcbè, in no mio lavoro sulle funzioni armoniche {*) , mi sono pro- 
posto di costruire nna funzione armonica Z(x,y,z) finita e continua da per 
lutto nello spazio eccettuato nei vertici di nna rete di parallelepipedi nei quali 
Ila poli del 1» ordine con residuo + 1 , ho dovuto dimostrare la convergenza 
della serie : 



y' _^_i 



(2) 
i,n,p percorrendo tutti i valori Intieri, la combinazione 0,0,0 esclusa; 



(') Cfr. ad es. il corso delle : Lezioni sulla teorica delle funzioni ellittiche del 
Prof. L. Bianchi a Pisa, volume I. 

(') Cfr, gli Annali di Matematica Tomo IV della serie III pag. 161 e seguenti. 
YOL. zxzix. 24 
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Sia nell'nn caso che nell'altro si perviene allo scopo con la scomposizione 
del piano o dello spazio in una rete di qnadrati o di cubi rispettÌTamente. 
Piti in generale consideriamo ora la serie 



lac,* + OB,» 



dove, ai solito, <r, , a*, , . . . , x„ percorrono lutti i possibili valori intieri (la 
combinazione , , . . . , esciasa) e \i. possa ancbe essere fratto e proponia- 
moci di trovare la condizione necessaria e eufflciente per la sua convergenza. 

Scelto un numero intiero e positivo p, domandiamoci quanti sono i termini 
della serie (3) nei quali ciascuna delle CBt, in valore assoluto, non supera p. 

I numeri intieri clic in valore assoluto non superano p sono : 

~p ,-rp-l),..., -1, 0, +1,..., (p-l),p 



ciod 2p + l , quindi ciascuna della cCf pnò assumere 2p t- 1 valori differenti; ora 
un valore qualsiasi di at si pud accoppiare con un valore qualsiasi dì Xj, quindi 
abbiamo (Sp + l)* coppie ai,,Xxt ognuno di questi si può unire con un valore 
qualsiasi di x, onde (2 p + 1)' terne : X| , x^ , se, in generale (2p -f 1)* sistemi di 
valori di (T, ,<r, ,. .. ,x. che soddisfano alle condizioni proposte, cioè nei quali 
nessuna delle Xf è in valore assoluto superiore a p ; ma tra questi sistemi vi è 
anche quello che si ottiene per 

as, =; , {T, = , . . . , aj„ = , 

11 quale è da escludersi perchè non ci dà corrispondentemente un termine della 
(3), quindi ii numero dei termini della (3) soddisfacenti alle volate condizioni è : 

(2p + l)--l. 

Slmilmente il numero dei termini delia (3) nei quali nessuna delle Xf è in 
valore assoluto superiore a p — 1 è : 

(Sfp-.ll + lj-- l=(2p-l)'*-l. 

La differenza di questi due numeri cioè : 

(2p + i)"-(2p_I)" 
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ci rappresenterA il Damerò del termioi della (3) nei qnall una almeno delle X( 
è ìd valore assolato agoale a p le altre non saperando p , detto numero è poi 
anche dato da : 

w, a"?*"' + «j 2''"*p''"» + (4) 

Considerando nao dei saddetti termini delta (3), il mìnimo valore che esso 
può avere corrisponderà al massimo d^l denominatore , cÌo6 el otterrà snppo- 
nendo tntte le tSt ugnali a p, ossia sar&: 



il massimo corrisponderà all'ipotesi che nna delle x^ eia uguale a p, mentre le 
altre siano tutte nulle e sarà quindi: 



Ed allora il numero dei termini, in discorso, della (3), essendo dato dalla (4), 
ne viene cbe la somma dei suddetti termini sarà compresa tra : 

n, 2" (i"~* + Wj 2"~* f""* + . . . 



E se attribuiamo api valori 1 , 2 , . . . , m e facciamo la somma delle precedenti 
disuguaglianze si ottiene : 

y w^a'p""' <w,2— *p»-'t... y* l _ ^n, 8*p'^*+ «|2*"*p"'*4-... ,.i 



V* \ 

^^ (X,* f X,* + . . . + X*„t'' 

è manifestamente ottenate in questo modo : scelto un numero intiero p si oon- 
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slderino i tenalni che i 



supponendo che una almeno delle ait sia in valore assoluto uguale a p, mentre 
le altre non superino (> e se ne faccia la somma, poi si supponj^a nel risultato 
generale : 

p=;l , 6 = 2, ,p = «» 

e si sommino le varie somme parziali avutesi. 

La relazione (5) sussìste indipendentemente da qualunque ipotesi sulla gran- 
dezza del nomerò intiero m , quindi sarà vera anche al limite per m = aa, ma 
quando si prenda il limile per m = od il l" ed il 3*> termine, per la definizione 
stessa di somma di una serie, diventano le due serie: 



n" Al 



«.2V-'-f«,2'-»,"--'+^^ ^g^ 



I w,2"p*-< + w, 2 *-V-' + ... ^^j 



il secondo termine ci d& una serie i cai termini si ottengono da : 



e,» -r x.» + . . . + ic„*f 



nell'ipotesi che una almeno delle Xj sia uguale ad 1 in valore assoluto mentre 
lo altre non superino in valore assolato 1 , poi una almeno delle .x^ sia ugnale 
a 2 in valore assolato, mentre le altre non superano 2 e cosi via; cioè ci dà 
la serie i cui termini sono ottenuti da ■ 



• + ^n*T 



X, , Xx . . . x^ percorrendo tutti i valori intieri , la combinazione (0,0. 
esclusa, in altre parole ci dà la serie (3). 
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La serte a termial positivi (3) è danque compresa tra le serie a termÌDÌ 
posiiìvì (6) e (7) e ne se^e clie : 

Contrizione neceètaria e tufflcieate affinchè la (3) sia convergente è che lo 
tia la (6). 

La serie, a termini positivi, (6) si spezza in altre che, a meno di fattori 
comoDi a tntci i termini, sono : 






ne risalta che condizione necessaria e snfiSciente affinchè la (6) converga è con- 
verga ciaseuna delle (8). 

Ma le i8) sono costituite dalle inverse delle potenze dei nnmeri intieri e 
positivi quindi la condizione necessaria e sufflciente per la convergenza è che 
l'esponente sia maggiore di 1. 

Si coDclndc che la condizione necessaria e sufficiente per la convergenza 
della (6) , e qnindi della (3} , è espressa dall'essere : 



2(t-n + l>l , 2ii-»43>l,.. 
cioè semplicemente d;i : 

2^ - n + 1 > 1 

od anche da : 

21* > n. 

Dunque : 
* Condizione necessaria « sufficiente affinchè la serie 

y 1 

*-* ix.» + X.» + . . . X *)'' 

X„X|, ..,x, 

converga è che : 

2^1 > n >. 

Nel caso della (1) 
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e si ha appunto 2|jl > n ; Del caso della (2) 



e si ha pare 2,1 > » ; segau dunque, come caso particolare, che la ^I) e la (2) 
aono serie convergenti. 



§. 2, TI teorema ora enunciato el può generalizzare come segue. 

Siano : 



5, , 5,,. 
n funzioni Uneari ed omogenee delle 



5, = a,, X, + a,, X, + . 
6i = a„ X, + a,j X, + . 






5» = a«i X) + «flt X, + . 



oDde le 5, non pottono contemporaneamente annullarsi i 
nulli delle x, , e prendiamo a considerare la serie : 



y ! 



i per valori tutti 
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X I9> X 
deve X, x^ . . . x„ percorrono al solilo Ivtti i potsibìli valori intieri, la combi- 
nazione (0 , 0, . . . , 0) eacltisa ; io dico che etto coìiverge allora ed allora solo 

che : (•) 



Considerando per qnesto le due serie a termini posilivi (9) e (3) facciamo 
{[ rapporto del termine generale della (9) al termine generale della (3), rapporto 
elle è dato da : 



Va;,* + Wt* + . . . + x,v ' 



(IO) 



Si osservi poi che i vftlori che aseame il rapporto : 

a:,» + a;,* + . . . + x„* 

x,,cc^,,..,x^ percorrendo tatti i valori reali (la combinazione , ... 
esclasa) non sono altro che i valori che assume ; 

e,» + V + ■••■*- I-* (12) 

Xf , cCt, . ■ • ,x„ percorrendo tatti i valori reali soddisfacenti all'equazione : 

a,» + a;,» + . . . + ic„» = 1. (13) 

Infatti considerando un valore che la (II) assume, corrispondentemente a 
valori di X, , cc^ ... x„ soddisfacenti la relazione : 

a-,* + se,» + . . . + a:,* = i;*, 

tale valore non resta alterato se a x, , fr, , , x„ Bosdtuiamo in (11) 



(*) Il teorema in discorso è stato enimciato dall' Kìsenstein nel Journal de 
Creile, Tomo 35ì però Eìsenstein lo dimostra in modo soverchiamente lungo, mentre 
qui nasce come semplice generalizzazione del teorema precedente. Di questo teo- 
rema mi sono servito nel mio lavoro sulle funzioni armoniche. (Cfr. gli Annali di 
Matematica. Tomo citato). 
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— >—)■■• t -^ (cid equivalendo a dividere ambedue i termini della (11) 

per Y*) e f nuovi valori di x, , x^ , . . . ,x^ BoddiBfervoDO alla (13). 

Per cui se indichiamo con M,m il massimo ed il minimo della (12), x* , 
Xf, ...,x„ percorrendo valori reali che soddisfano alla (13); {') il massimo 
ed il minimo delta (IO) quando te, , x^ , . . . , cc^ percorrono tutti i valori reali 
(la combinazione , ... esclusa) saranno dati da W^, m'' od in particolare 
tra W^ ,m^ la (10) sarà compresa quando le ar, percorrono soli valori intieri. 
Dai noti teoremi sulle serie a termini positivi si ricava dunque che: 
Condieione necessaria e Bvfftdente affinchè la (9) aia convergente è che lo aia 
la (3), cioè che eia : 

Su > » e. i. d. 



Teramo 3 Gennaio 1901. 



(*) K , tn saranno mbnifeslsmente quantità finite enenzialmente positive. 
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SOPRA UNA PARTICOLARE CLASSE DI EQUAZIONI NORMALI 



Oott. QIULIO OARBr. 



Oggetto della presente nota è uno studio sn quelle equazioni ìrrcdnttibili in 
nti certo campo K di ruzionalltft, le quali godono di una proprietà all'atto ana- 
loga a quella dell'equazione della divisione del cerchio in p parti uguali, ip ee- 
eendo numero primo) cioè: ogui funzione razionale in K (') delle loro radici si 
esprìme in funzione lineare omogenea delle medesime con coefficienti apparte- 
nenti a K. 



/■(a) = aj"+p,ai"-' + p,a:"-'+ .. . +j),=0 (l) 

QD'eqnazione di grado m, Irredutlibile in un certo campo di razionalità K, a cui 
appartengono 1 coefficienti p, , p^ , . . . , p„. 

Denotate con a;, , x, , . . . , a;„ le radici, supponiamo che ogni numero del 
corpo algebrico (E , ce, , o'^ , . . . , x„) si esprima in funzione lineare omogenea 
(li X, , fTi , . . . , jr„ con coefficienti appartenenti a K. 



(*j Per funzione razione in K di a;, , x^ , . . . , x^ vogliamo signifìcere: fun- 
zione razionale di x, , Xi , . . . o;^, i cui coefficienti appartengono ad nn determi- 
nato campo di razionalità K. 
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Si dimostra factlmente che l'equazione è normale nel modo che segae : 
Per l'ipotesi fatta, cioè: ogni numero del corpo algebrico (K,x, ,x,, ...,a;„) 
Bi esprìme in funzione lineare omogenea delle radici w, , Xt t ■ • ■ , x„ con coef- 
ficienti razionali, si ha : 

~ P, = x, H- 33, + . . - + a:„ 

X,^ = a„X, +o„3C, + . . . + a,_„x„ 
a;,» = o„aj, + a^Xt + . . . + a,_„x» (2> 



■■> + «— mX, + . 



■ +«-. 



'essendo a,, , a„ , . . . , «„_).„ parametri razionali). 

Le (2), considerate come un sistema di m — I equazioni lineari nelle inco- 
gnite Xf ,Xi , . . ■ , Xg^, ci permettono di esprimere queste in funzione razionale 
intera di or, , essendo il determinante D del sistema diverso da zero, come mo- 
streremo. 

Passando nel primo membro i termini die contengono Xf , le {2} possiamo 
scriverle cosi ; 

Xt+p,= ~Xt —X, -...-CB^ 

se,' — «itT, =. OiiXj -I- o,jX, + . . , + a,_B,aj„ 

aj,»~a„a:, = a„x, + OirF, + . . . -f- o,_„a!„ (2/ 



Se il determinante del sistema (2j' fosse nullo, cioè si avesse : 



(3) 
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esisterebbe una relazione lineare fra i primi membri dello (2/; cioè: 

(ove X, , Àj , , . . , >„ rappresentano dei coefficienti razionali). 

Raccogliendo nella (4) i termini che contengono i», alla medesima potenza, 
si ha: 

*«-t35i"~'+^»-t3:,'^*+ . . . +'i,-^iO||-ii<hi- •••— ^«-i"«.-»,i)i»i+^iPi=0- 

Ora, qnesta eqnazione di grado m - 1, avendo una radice in comune con 
h (1), ha i coefficienti nnlli, cioè bì viene ad avere: 

X, = X, = . ..=!„_, =0. 

Onde la (4) non sarebbe più una relazione, ma una identità ; il che come è 
facile vedere è impoBsibile attesa rirrcduttibìliti della (1); conseguentemente il 
determinato D b diverso da zero. 

2, Meno facile della proposizione testé dimostrala è la questione reciproca, 
cioè: studiare so, o sotto quali cotidiziont, un'equazione normale, ìrrcdnltibiie 
in un certo campo K di razionalità, fissato a piacere ed al quale appartengono 
ì coefficienti di essa, goda della proprietà per cui : ogni funzione razionale in K 
delle sue radici si esprime in funzione lineare omogenea di queste con coeffi- 
cienti appartenenti a E. 

Nelle pagine che seguono, studio il problema in tutta la sua generalità ; de- 
termino cioè le condizioni necessario e snfBcìenti affinchè un'equazione di grado 
m goda della proprietà in discorso. 

3. È facile vedere che : 

e 11 coefficiente del secondo termine dell'equazione (1) è sempre diverso da 
zero >. 

Infatti per le (2) sì ha: 

Ki' = f(-i,i<K, + a,_, ,01, + . ■ . + ai_,_„(r„. 

Applicando a questa relazione le m sostituzioni del Qrnppo di Oaiois del- 
l'equazione data, avremo In tutto m relazioni, le quali sommate fì'a loro membro 
membro, ci danno : 



2^a''.=X"' ' X**'-'.» 
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^0!'. = -p,-2]«,-,,.- 

Facendo nella (5) t = 2 , 3 , 4 , . . . , m - 1 , si ottiene : 



(6) 



ria»-,. 



Poiché i parametri a,, , a,i > • ■ • , (^n— i n sodo nnineri del campo E, nessuno 
di essi può prendere il valore oo ; onde, supponendo clic ei avesse p,=0, in virtù 
delle (6) , sarebbero ngaali a zero le somme delle potenze slmili delle radici , 
cioè sL avrebbe : 



^^a;, =^^0;*, = . . . =^ai 



Ora, se. nelle formale del NewtOD, le quali legano le somme dello potenze 
simili delle radici al coefficienti dell'eqnazione, poniamo : 

«, = «» = », = . . . = »„_, = , 



.=p. = Oj 
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il che è incompatibile eoo la irrednttibllitii della (1) ; onde resta dimostrato 
quanto erasi asserito. 

4. Dico che ha luogo la seguente proprietà, : 

« Fra le radici della (l) non può eaigtere una relazione lineare omogenea 
con coefficienti razionali non tutti nulli >. 

Sapponiamo che si avesse : 



n,a;, + o,a;, + . . 



i„ee„ = 



(7) 



(ove a, , «j , tt, , . . . , «„ sono nnmeri ragionali non tatti nalli). 
Risolvendo le (2j' rispetto ad Xf si ha: 



a;,*- 



(dove i può assumere i valori da 2 ad m; D altro non è che il determinante (3)). 
Se nella (7) sostilniamo ad x^ , or^ , . . . , a!„ le corrispondenti espressioni 
in Xf , ricavate dalla (8), si ha: 



Da,tc, + «, 




Denotando con A, , l'aggtnnto dell'elemento che occupa nel determinante D 
il posto della g""* orizzontale e della t™ verticale, e raccogliendo i termini che 
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contengono a, ulla medesima potenza, la precedente equazione si può scrivere 
cosi : 



+ a;,E+p,(A„a| + A„a, + + A,_„_,a„) = 

(E non è altro che il coefSciente di w,). 

Questa equazione di grado tn - 1 , Rvendo ona radice in comune con la (1), 
ba i coefficienti nnlli. 

Onde, tenuto conto ohe p, è diverso da zero, si ha : 

«tA«,-,,. + a«A„_,,, + . . . + a„A,,_,,„_, =0 
«tAm-j X + »sA„_i , + . . . + ^f^A^,, „_, - 



(9) 



«lA»! + ajA„ + + a„A,,„., = 0. 



Il determinante di qaesto sistema di m — 1 equazioni lineari ed omogenee 
in a, , ttg , . . . , a„ , ossia : 



D' = 



• A|^_)jB,_l 



Alt A.,— . 

è diverso da zero, poiché altro non è che il reciproco del determinante D. 
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Dunque, 11 slstemn (9), a determinante diverso da zero, ammette l'unica 
solnzione : 

a, = «3 = a, = . . . = a„ = 0. 

Resta qnlndi dìinc»strato il teorema enunciato. 

5. Segue, da ciò che abbiamo detto, che non può aver luogo una relazione 
del tipo : 

a^x, + 0(3;, + . . . + a„x„ = 6 

(essendo a, , a^ , . . . , a^ , b numeri del campo K) se non alano verificate le se- 
gnenii agnaglianze : 



6. Per mezzo della (8) e della (1) ripetutamente applicata, esprimiamo le 
potenze a;,' , a;,* , . . . , rr,™~* in funzione lineare omogenea delle radici x, , 
3*1 , ... , x„. Si ha dunque : 

a;,* = a'„03, + a't^t + . . . + a'i,aX„ 

a;,* = o'„aj, + a\^f + . . . + a't^„x„ 



= o a-i,(a=, + o'„_,,^ + . . . + a'„_5,„3C, 



(ove a',, , o'„ > ■ ■ ■ j fiM-i,» ^°"° funzioni razionali di a,, , a„ , . . . , a„_f „, e del 
coefficienti Pt > ■ • ■ j Fb)- 

Ua queste relazioni ricaviamo : 

|]a:.' = -?,■£<■'.,. 
(6)' 
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Dalla (8), facendo ì=2, ai ricava aa'esprcBsione che rappresenta la radice 
aj, in funzione razionale di Xi e dei parametri a,, , a„ , . . . , ii„,i,„. 

Ciò posto, è facile vedere che, se nella menzionata espressione eseguiamo 
fra 1 parametri a,, , a,, , . . . , o„_, ^ una alla voiu le sostituzioni : 
S = (a„a„ . . . «.,„)'«„«„ . . . a»,,) : . . (a„_,,,a«.,,, . . . o„_..J , 8% 8' . . . S"-' , 
avremo delle nnove espressioni che rappresentano rispettivamente le radici x^, 
Xi , . , . , x„. 

Se nei secondi membri delle (6}' esegaiamo la S, Indi la S* e cosi fino alla 
S""*, avremo altre relazioni, le quali legano i parametri a,, , a^^ , . . . , a„_, ,, 
ai coefficienti p\ , Pt > • • ■ i Pm- I' nomerò di qoeste relazioni, non eselase le (6) 
e (6)', è ugnale ad m(m - 2), 

7. Accenneremo un'altro metodo per determinare le predette in(m — 2), re- 
lazioni, anche perchè ci conduce alla ricerca delle condizioni necessarie e suf- 
ficienti atBnchè l'equazione (1) goda della proprietà, per cui le Eue radici x, , 
Xt , ■ ■ • , (C^ soddisfino le (8). 

Dalla (1) si ricava: 

P, = - (£t, + a:, + . . . + j:„> 

Pt - (x,a;j + £F,a:, -h . . . + a3„_,a;„) 



(10) 



i'«=(-l)"3'.3t;,ii!. 



Se nei secondi membri delle (IO) sostitniamo ad x^ , Xi , ■ . . , Oì„ le corri- 
spondenti espressioni in x, ricavate dalla (8), la prima delle (10) si mata in nna 
identità, nei mentre le altre m - 1 relazioni si trasformano in altrettante equa- 
zioni in X, , in ognuna delle quali possiamo abbassare il grado fino ad m-l per 
mezzo della (1) ripetutamente applicata. Queste m-L equazioni, ammettendo 
una radice in comune con la data f(x) = 0, hanno nulli i coefficienti e perciò 
danno luogo ad un sistema di m{m — l) relazioni, le quali legano i parametri 
a,, , a,, , . . . , «„_»,„ ai coefficienti p, , Pt > • • • > Pn- 

È facile vedere che, soddisfatte queste m{m—l) relazioni da un certo si- 
stema di valori a„ , a,t , . . . , «„_, „ ,p'i,p'i,--- , p'„ , attribuiti rispettivamente 
ai parametri a,, , a^l , • ■ ■ , tm-i,m ^^ '^"^ quantità p, ,p, , • . ■ , j>„, esiste una 
equazione, l cui coefficienti sono precisamente p't ,p'tì • • • > p'» i 1» quale gode 
della proprietà, per cui: ogni funzione razionale in K delle sue radici si esprimo 
In funzione lineare omogenea dello medesime con coefficienti razionali. 

Queste m{m — 1) relazioni non sono distinte fra loro ; dico che m fra esse 
sono conseguenza delle rimanenti m(m-2). 
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Infatti, denotando it^Xt ,pìì, f /iTi , p, , p^ , . . . , f«^i(a;, , Pt , Pt Pm-ti 

simboli di funzioni razionaii intere dì x, , p, , p^ , . . . , p„^i , le (10) possiamo 
Ecriverie cosi : 

Pt = 'ìt'Xi , Pi) + x,Xt •^x^^ + . . . + fl;,^,aj« 

Pi = ?.'a!i , Pi > Ptì - (av^iaii + ir,T^, + . . . + a!„_,35,_,xj 



= T«-l'i»l , ?! . ?! , 



I Pm-t' + (~ 1) 'iFyJ!j3S^ . 



SoBtitnendo nei secondi membri delie (10)' ad j", , a^ , . . . , a!„ ie corrispon- 
denti espressioni in Xf ricavate dalia (8), con an ragionamento analogo a quello 
tenuto precedentemente, si conciaderebbe elle te (10/ danno luogo ad un ceno 
sistema di ni(m - 2) equazioni, ossia ; 



!t,<P,,P, 
ll.(Pi ,P, 



) = 



. ««-.,«) = 



(") 



i.u-oCri , Pt , ■ 



> p« 1 "il 



,J = o. 



È ovvio che, partendo dalle (11) e seguendo la via inversa a quella ora le- 
nata, si tror crebbero m - 2 equazioni in x, , le qualt coinciderebbero con le re- 
lazioni (10)' ae in queste sostituissimo ad a^ , x^ , . . , , x„ rispcttivaoience i/, , 
Vtf • • fVnt essendo : 



-1 -1 



Dyi = 



■X,'-a^^x, 
a3,*-a3,a:, 



-1 



-1 



VOL. JfIXiS. 
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Onde si ba: 

ir, + a^ + . . . + aj„ = y, + Si + • - . + !/■ 
avcj + i'ia't + . . . + aj^-iT* = ViV» + S»!/» + • ■ • + V«-i!/» 

iTi^.a'* «:« =!/iyjyi »«. 

Dalle quali ricaviamo : 

«t=»i ; a^i-Wi ; ■ • ■ ì ir« = V»- 

Danqae: le condizioni (11) Bono Bafflclenti perchè abbiano Inogo le (8) e 
quindi le (2); ci0 vuol dire che qaelle m(in— 1) relazioni tn l parametri a„ , 
"il I • • ■ f ^m~t n B ' coefficienti Pi , Pt i • • ■ ,Pm> ^^^^^ qaali abbiamo fatto un 
cenno al principio dì questo articolo, non sono diatìnte, ma m fra esse sono con- 
Bcgnenza delle rimanenti mlm — H), come avevamo asserito. 

6. Riassumendo 1 risultati fin qui ottenuti, possiamo dire che : 
s La condizione necessaria e sufficiente affinchè un'equazione 



irredutfibile in un certo campo di razionalità IL, a cut appartengono i coeffi- 
cienti Pi f Pi I • - • , Pn f goda della proprietà, per cui: ogni numero del corpo at- 
gebrico (K , X, , X, , . . . , x„) si esprime in funzione lineare omogenea delle ra- 
dici X, , Xj , . . • , x^ , con coefficienti razionali, è che i coefficienti Pi * Pi t ■ • ■ ■ Pm 
soddisfino al sistema (11) >. 

il. Applichiamo il metodo conienato nel teorema testé enunciato al caso par- 
ticolare (Ielle equazioni di 3» grado: 

w» +p,a;»+p,a!+p, = (12) 

In questo caso, ponendo a,, = a ; a,x = b -^ ^^u = e, la (8) ci Ah: 

a-,= ^ {X* + x,{c - a) + j7,c) -, j;, = - ^(x,» + x,{b - a, +p,b). (13) 
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n sistema (10) e! riduce alla sola equazione : 

f, = { ' j;, » - a:,p,) + ac,»,. 
Sostituendo Ad x^ , oc, le (13), si ha : 
Pt = -Xi* - XtP, --^[{x,* + x,(c - a) +p,c)(a;,» + x,{b-a) ^■p^b)]. 

Moltiplicando ambo i membri di qaesta equazione per - D* b1 ba : 
-D'p,=D'(a;,'+p,x,)fa!,*+a;,*(6+c-2a)+a;,*(p,(6+c)t(b-a)ic-a))- 

+x,p,((.c—a)b^(b-a)c)+p,*bc. 
Questa equazione, tenuto conto delle segueoti relazioni : 
X,» = ~p,x,* - pttr, - Pt ; ac,* = a!,»(/>,* - p») + a;,(i>,p, - p,) ^■ p, p„ 
bì riduce a quest'altra: 
3=1* I Pi'-l'i+D* ^2ap,^ {b~ a)(c- a)l + (T, \p,pt~pi--Ptff>+c-2a) ^- 

+D'p.+J>,((c-o)&+(6-a)c)l+i),p, -pj(6+c-2a)fp,*6cf;»iD'=0. 

Il sistema (li) diventa: 

p,* -Pt -t D» + 2<ip, + (6 - a){c - rt) = 

p,p, - p,~pt(b + e - 2a) + D»pi + p.(&,c - a) t c(6 - «)) = (14) 

p,p,-p,(6 + c-2a) +p,*6c + p,D' =0 

(dove D = (6 -e)). 

Esempio. — Il sistema (14) resta soddisfatto dai valori : 

Pi = " ì Pt-" 2«* ! J*» = — «' ; o = - 2a ; 6 = — a ; e = - 2a, 

come è facile verificare. 
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Onde l'eqaaziODc: 

X' + aX» - 2a'X - a' = , 

(essendo a un nomerò qaainnque, positivo o negativo, reale o complesso) eap- 
ponendo che sia IrrednttìbJte nel campo lì = (Ka), ove E è il campo del numeri 
reali commensurabili, rappresenta al variare di a ana classe semplicemente in- 
finita di equazioni, le quali godono della proprietà, per cui: ogni funzione razio- 
nale In Q delle loro radici si esprime in funzione lineare omogenea di esse con 
coefficienti appartenenti ad ù. 

III. 

10. Sappiamo che l'equazione della divisione del cerchio in p parti uguali 
p essendo numero primo) ; 

aP"» + x^* + . . . + a: -1- 1 = 

il irredaltibile nel campo dei numeri commensurabili ed è ciclica. Dette a, , 
a , Sp., le sue radici e g una radice primitiva dell'unità nel senso dei nu- 
meri, cioè tale che le saccessive potenze a" , g' , 9* , • • • t ff""* riproducono, salvo 
'ordine ed a meno di multipli di p, i numeri 1, 3, 3, . . ■ , p — 1, b n«to che si 
hanno le segaenti relazioni : 



11 gruppo ciclico, formato dalle saccessive potenze della sostituzione 
6 = (3o ,«,,... , «p_j)i ossia : 

(0) = S , S» , . . . , 8*^' = 1 , 

altro non è che il gruppo di Galols dell'equazione data. Questa poi gode della 
proprietii per cui : un numero qualunque del corpo algebrico (E , a, , a, , 9, ,..., Sj^,) 
s: può rappresentare In funzione lineare omogenea delie radici a« , a, , ... , a^., 
con coefficienti Commensurabili, oppure in funzione razionale Intera di una sola 
radice del grado p — 2. 

Della medesima proprietà gode un'equazione, irreduttlbìle nel campo dei nu- 
meri commensurabili, a cui appartengono 1 coefficienti di essa, la quale abbia 
per radici dello funzioni razionali in K di <Xo ,«%,-•• , «,>_i, che denoteremo 
con /'„{ao , a, ap_,j , . . . , fg^,{<to , "t i ■ • • j «^-i)- Intanto si ha ; 

f«(«o - « «^0 = a>.«o + at«, +- f o^i«p_, = A.ao"^* + A.n,'^» -|-™+ A. ,. (15) 
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Ora, essendo /',(«o , b, , . . . , Op_j) un irrazionale algebrico di ordine e divi- 
sione o uguale & p — l, esso ammetteri nn grappo H di = {i Bostitazioni , 

essia: (H) =8* , S»* , . . . , S'" = l. Onde si ha (•) : 

0( = »(*. = «(*!<=■•• = "<+rtL-i). (^^) 

(potendo l'indice t assnmere i valori 0, 1, 2, . . . , e — 1). 
Dnnqne la (15), tenuto conto delle (16), si patì scrivere: 

/',(«„, a, ,..., «p_,) = ajiSo + a,i], + ...+ n^,>i^i , (17) 

in cni ijg I )]| f ■ ■ ■ , ^«^1 sono ì periodi di OansB, ossia : 

ij, = Oj + «,^^ + «i+„ + . . . + «,+(pi_t),- («=0, 1 , 2, ... , «-1) 

Applicando alla relazione (17) le Bostitazioni S , 8* , . . . , 8*~', si hanno altre 
e - 1 relazioni, i cui primi membri altro non sono che le funzioni /■,(«, , a, ,..., «p_i), 
''^-iC^* 1 "i ' • - ■ 1 "p-j)- Si ha dunque : 

/-,(«„ , ff, , . . . , Op^i) = Col], + a,)], + . . . + a,.,>l,_, 

/■|(«o .«.»••-. «p-») = Mi + "i^t + ■ • . + «^.1o 

(18) 

/■^i(ao , o. . • • • . «p-i) = a»>),-i + ai>Ii. + : • - + a^in»-f 

Ora, tenuto conto che (*) una qualunque finzione razionale delle radici 
la I 11 I • ■ • I >I(-i si esprime in funzione lineare omogenea di queste, è chiaro che, 
<i causa delle (18), anche una qualsiasi funzione razionale di /'o(ae ,«■,'■•, 0[p_,), 
fti"^» t «I I ■ ■ ■ ) "^p-ii > • • ■ , /«-i(*o I ="( j • • • 1 «p-i) s' esprime in funzione lineare 



(') Cfr. Weber Heinrich. Traité d'Algebre superìeure. 

(*) Cfr. Bachmann Paolo. La teoria della divisione del cerchio e sue applica- 
zioni alla teoria dei numeri. 
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omofrenea di /g ,/,,... , f^^ , parche il deMnoinaiite : 





«0 


<»l 


a, . 


• "^l 




«1 


«1 


<*^ ■ 


■ »0 


= 


«1 


«I 


"4 ■ 


■ o> 




«^1 


». 


O, , 


■ o« 



8Ja diverso da zero. 

Questo determinaste U di ordine «, detto circolante, sappiamo dall'algebra 
che si scinde in e fattori razionali nei snoll elementi, ossia è Qg:aale al prodotto: 

(-1)" «" ■?(B,)<f(B,)...?(B^,), 

essendo <f{e) = a, + o,e + . . . |- a^,£^' ; « è radice di af — 1 = 0. 

Supponendo p. es. che sia e numero primo, perchè sia U diverso da zero 
è necessario e «nfflcientc che si abbia : 



2<.,±o, 



intendendo che gli e valori da attribuire ad ai non siano tatti uguali tra loro. 
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RAPPRESENTAZIONR STEREOSCOPICA 

SULLO SPAZIO ORDINARIO 
DELLE FIGURE DELLO SPAZIO A QUATTRO DIUENSIONI 

NOTA. 

DSL 

Dott. GIUSEPPE CARBONE. 



La Geometria deBcrìttiva a quattro dimensioni è stata trattata dal Prof. G. 
Verooese della B. Università di Padova con la proiezione da un solo centro su 
nn eolo spazio, con la proiezione ortogonale su un solo spazio e su due spazi 
perpendicolari e con la proiezione assonometrica (Vedasi Memoria iSu^Ia geome- 
tria deicrittiva a quattro dimensioni inserita ne| voi. VII! seiio Y , degli Atti 
del R. Istituto veneto di scienze lettere ed arti). 

Nel presente scritto , riassunto della mia dissertazione presentata per la 
Laarea in Hatematica alla Facoltà di Scienze dell' Università di Genova, mi oc- 
cnpo analogamente della rappresentazione dello spazio a quattro dimensioni col 
metodo della proiezione ttereogcopica, doppia proiezione centrale sopra lo spazio 
ordinarlo. 

Tratto separatamente la rappresentazione di punti, rette, piani e spazio a 
tre dimensioni, considerando di essi, oltre alla doppia proiezione centrale, an- 
che la proiezione ortogonale , ed infine mi limito alla soluzione dei problemi 
fondamentali di posizione. 

Per i concetti di parallelÌEmo, ortogonalità, angoli, distanze ed intersezioni 
degli spazi a diverse dimensioni, vedansi la citata Memoria ed i Fondamenti di 
Oeometria a più dimensioni dello stesso Prof. Veronese (Padova 1891). 

I. Sieno : 

n lo spazio di prolezione o quadro ; 0' ed 0" due centri di proiezioni fuori 
di n, dal quale le rispettive distanze aleno d' e d'; P l'intersezione col quadro 
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della O'O", che chiamo punto priiuApale; P' e P" i piedi delle perpendicolari 
da 0' ed 0", individuanti la retta p che perciò passa per P ; w i! piano [O'O'' -p] 
perpendicolare a II; (P') e (?") le afere di diitanxa costruite con i raggi d' e 
d" ed aventi per centro P' e P"*, £ lo spazio a tre dimensioni passante perla 

Ó' 0", che forma con II l'angolo 0'0"'p; o l'intersezione di esso con n, per- 
pendicolare a p in P ; 1^' ed il" due S, passanti per C ed 0" e paralleli a IT. 

2. L'iperspazio è diviso dal quadro In due regioni che dico S\ ed S'',. I 
centri di proiezione 1! suppongo entrambi in una sola, !n S'^ , e disposti in modo 
che 0" si trova tra 0' e P, cosicché d' > d", e quindi il punto principale cade 

f>iori del segmento Anito P'P" a distanza da P' e P" proporzionale a tf' e d'. 

Delle due regioni nelle quali l'iperspazio è diviso da £, chiamo S^'" quiilla 
contenente le sfere di distanze, ed S,'*' l'altra. 

Il quadro b diviso anch'esso da a in due parti che dico TI'" quella conte- 
nuta io S,"l e n^*> l'altra. 

Indicherò con uno o due apici (' "] le proiezioni dai centri, con l'indice o 
le proiezioni ortogonali, con le lettere greche maiuscole o minuscolo gli spazi 
a tre dimeoBioni o i piani, e con le lettere Ialine minuscole o maiuscole le rette 
o i punti. 

Rappresentazione di punti. 

3. Un punlo A dell'iperspazio ò proiettato da 0' ed 0" in due punti A' ed 
A", che ne sono le immugini, in generale distinte, e che individuano una retta a. 

Scrivo perciò A = A' A": 

La posizione delle immagini, rispetto a quella del punto obiettivo, è indicata 
nel quadro che segue. Con l'uso di esso, date le immagini, si può subito deter- 
minare in quale regione dell'iperspazio è il punto obiettivo. 

Cosi, per esempio, <fig. 1.*) il punlo A è tra Q' ed Q'' (caso 5o| ed in S'*>4 
perchè A' 6 in n"', A" in n(*> e P 6 ira A' ed A". Similmente B 6 tra Q' ed Q" 
ed in S('\ (caso 4"), essendo B' in n'*', B" in 11'" e P compreso tra B' e B''. 

I casi 6° e 14°, 7» e 13° presentano ambiguità per la determinazione della 

regione ove è contenuto il punto obiettivo. A toglierla si osservi che si hanno 

PA" PP" 
i casi 6" e 7" se il rapporto :^-7 < ppj, e si hanno invece 1 casi 13<» e 14° 

PA" PP' 

^^pF^pp'- 

4. Teobbua. — Perchè due punti di H, A' ed A" lieno le immagini di un 
punto A di a^, bisogna e basta che essi sieno allineati con P. 
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Infatti: Dato A, Il piano proiettante [Ò'0"-a] taglia II in nna retta a con- 
tenente le immagini A' ed A". I piani [OT'-A], [0"P'-A], pasBaaii per A e 
perpendicolari a n, determinano bu questo due rette: m = A'P' ed n = A"P", e 
perchè nello stesso Sj{A-(ol si tagliano in una retta anch'essa perpendicolare 
al quadrato net punto Ag, proiezione ortogonale di A, che È una sola e troraaì 
GimQltanea mente su m ed n. DI qui segue che m ed n sono in un piano , nel 
quale sono pure a & p. Dunque queste si incontrano in un punto, il quale de- 
v'essere il vertice del triedro di facce w , \ap] , e [0'0"A], e questo è il punto 
principiile. 




Fig. 1.» 

Reciprocamente : Se a = A'A" passa per P, essa determina con la O'O" un 
piano nel quale il punto A è l'intersezione delle O'A' ed 0"A". 

Corollari!: 1.° Le imviagìni di ciascun punto del piano proiettante 
[0'0"'A] cadono »uUa a, 

2." Le proiezioni di tutti i punti dell' 8j IA-m} , e soltanto di essi , cadono 
».i rette del piano [pa], 

3.0 II piano [p-a] è l'intersezione con U dell' Sf |A-t>>!. 

5 Teorema. — Nella rappresentazione di un punto, ad una proiezione cen- 
trale »i può sostituire l'ortogonale. 

Cosi, per esempio, dati A' ed A, , A" si determina subito dalla intersezione 
delle AT e P^. 

VDL. xxiix. 27 
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Se A è BU nja proiezione ortogonale coincide con le iraraogini e col pnnto 
obbiettivo. 

Se A è sn co, latte e Ire le proiezioni cadono salta p, ed è l'anice caso in 
cai la proiezione ortogonale cade sulla retta delle immagini. 

Se A è sulla O'P' (ovvero sulla 0"P") la proiezione ortogonale coincide 
con A' = P' (ovvero con A"=P";. 

Aj è rintersezione delle rette AT' ed A"P", come s'è visto avanti (4). 



1 


Posizione del punto obbiettivo A 


Posizione delle immagini 


s 


Regione 


Regione 


Posizione rispetto a 9 




J_ 


rispetto a n 


rispetto a l 


A' A" 


Posizione reciproca 


lo 


su n 


S.t') 8,<') 


no n<« 


A' coincidente con A" 


2" 


tra II ed fi" 


S.»' 


entrambi sa l|(*> 


A' tra A" e P 


3» 


tra n ed a ' 


8»'*' 


entrambe su fi'*) 


A' tra A" e P 


4o 


tra fl' ed 0" 


S,*" 


A' In nl't, A" in DW 


P tra A' ed A" 


50 


tra II' ed Q" 
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6» 
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8,'*' 
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A" tra A' e P 


70 


tra a e l'S,, di S, 


S.l'i 


entrambe sa II<*' 


A" tra A-' e P 


8" 


sa Q' 


8,1') 


A" in nl»i 


A' all'infinito 


90 


en a' 


S«'»' 


A" in nt" 


A' all'infinito 
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Bo a" 


84'" 


A' su n"> 


A" all'infinito 


If 


su a" 


s.(« 


A' su m> 


A" all'infinito 


12" 


- 


BU 1 


entrambe su 
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casi precedenti 


13» 


in S;' 
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entrambe su Il!'l 


A" tra A' e P 


HO 


in S," 
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A" tra A' e P 
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16» 
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A' distinto 
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sa (0 dovu 
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diutinti sulla p secon 


do i casi precedenti , 


180 


sulla 6^0'' 


lovunque 


coincidenti con P 
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Suppretentazione di rette. 

6. Una retta di S^ b rappresentata sa II dalle proiezioni degli elementi che 
U individuaiio. Se A e B sono due punti qnatunqne di una retta r, le coiigiuu- 
gemi A'B' ed A"B" danno le proiezioni )■' ed r" della r. 

7. Tboreua. — Perché due rette di It , r' ed t" , tieno te proiezioni di vna 
ritta T di &,, bisogna e batta che esse «feno in un piano p passante per P. 

Infatti le conginngenti a=:À'À"o ft = B'B" concorrono in P (4) e perciò 
3UI10 in un piano p nel quale eridentemente sono anche le r' ed r". Reciproca- 
mente Bc le r' ed r" sono in un piano passante per P, qaesto, insieme alia O'O", 
deieimina un S, , e perciò i piani |0' »■'] , [0"-r"| si incontrano in una retta clic 
è la r obiettiva. 

8. CoHOLLABU; 1.0 Tutte le rette dell' 8^ |0'0"-r| hanno le loro proiezioni 
«uJ piano p. 

2.0 Date le proiezioni r' ed r" di r, e data anche una sola proiezione di tiu 
j'unto di essa, per etempio, A' su r', A" è subito determinata dall' intersezione 
e™ r" della À^. 

Il ponto d'incontro R delle r' ed r" è la traccia della r en I). 

Il piano p contiene le tracce di tutlc le rette deli'S, jO'0"-r'. 

'■'• ha proiezione ortogonale r„ della r contiene le proiezioni ortogonali dì 
tatli i punti di essa. 

TeorehA' — La proiezione ortogonale di una retta in generale non cade nel 
{liauo delle proiezioni centrali, ma incontra questo piano nella traccia della retta. 

Infatti: il punto A^ è nell'incontro delle due rette A'P' ed A"P" e quindi 
fuori di p, perchè questo in generale non contiene la p; il punto <!' iuconlvo 6 
poi R perchè con esso debbono coincidere proiezioni centrali ed orlogonali (,"i)- 

Si ba quindi nell'S, di proiezione un triedro di vertice R, di spigoli r', r", 
l'a e di facce p, [rV,] ed [r"iol. Questi ultimi due piani passano rispettivamente 
per P' e P", i quali sono in essi centri di duo fasci prospettivi di raggi, proiet- 
lanti ì punti della r„ e segati "ispettivamente da r' ed r". 

IO. Proiettando da 0' ed 0" il punto all'infinito della r mediante due rette 
< e t, le proiezioni ortogonali di queste, s^ e t^, sono entrambe parallele ad r„ , 
pasB&no rispettivamente per P' e P", sono contenute nei piani [r\] ed [r'V,,] e 
perciò determinano con r' ed r" due punti: l'=r'-Sf, ed I"=r"-fj. I' ed II" 
sono i punti limiti della r, e, perchè proiezioni dello stesso punto I„ della r, 
sono allineati con P (4). Inoltre, per la maniera come sono generati, sono en- 
trambi dalla stessa parte di P, ed I" è compreso tra I' e F (fig. !.■}. 
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Dati i punti limiti e U traccia della retta , questa è detcrminata ; scrivo 
perciò : 

r = (R,ri"). 

11. Considerando I' ed I" come centri di due stelle di raggi di seconda 
specie, e combinando, due a dne, nn raggio dell'una con un raggio dell'altra, 
nelle intersezioni di questi si ottengono gli x* punti di II, tracce delle <n' rette 
di ^4 parallele ad r, delle quali ì raggi corrispondenil sono le proiezioni. Le oo * 
coppie dì raggi del piano p danno le proiezioni delle ce* parallele ad r appar- 
tenenti air S( !00"-rl , e le oc coppie di raggi proiettanti i punti della r^ danno 
le infinite rette parallele ad r contenute nell'unico piano normale a n e pas- 
siinte per r. 

Noi primo e nei secondo caso si hanno dne raggi uniti: su essi cadano le 
proiezioni e le tracce delle infinite rette di 8^ parallele ad r che passano per 1 
punti della Ò'Ò". 

12. Per determinare i punti limiti, date cbe sieno soltanto le proiezioni r', 
r" della r, sì determina prima la proiezione ortogonale r^ (condacendo da P nel 
piano p una ietta qualunque incontrante le r' ed i-" in W ed U"; il punto 
Mj - M'P'-M"P" ÌDsieme ad R, dà la r,), indi per P' e P" si tirano le parallele 
od essa fino ad incontrare le r' ed r". 

13. Casi pabticolari : 

a) Se la r è su n tutte le proiezioni coincidono con essa, e coincidono 
pure le proiezioni di ciascnn suo punto. 

b) Se r incontra u, è con esso in uno stesso Sj , e perciò r* ed r" sono 
in un piano passante per p, e la r^ 6 anch'essa in questo piano. È l'unico caso 
in cui la proiezione ortogonale cade nel piano delle proiezioni centrali. 

e) Se r si appoggia alla O'O", determina con questa un piano, del quale 
l'intersezione con II è la retta BP = i- contenente entrambe le proiezioni r' ed 
r". In questo caso la r è sede di due punteggiate simili sovrapposte, di cui i 
punti uniti sono R e P (11). 

d) Se r passa per uno dei centri di proiezione, p. es. per 0', ha la proie- 
zione ed il punto limite corrispondente a quel centro ridotti alla traoda K: l'al- 
tra proiezione k la EP, e la proiezione ortogonale è RP'. 

e) Una retta del piano tni ha le sue proiezioni centrali ed ortogonali coin- 
cidenti con la p. 

f) Se r incontra la O'P' {ovvero 0"P"), la r' (o r") coincide con *', e 
passa per F' (o P"). L'altra proiezione è una determinata retta del piano [^R]- 

gì Una retta di 1 ha le proiezioni centrali distinte su <s. 
hi La O'O" ha per proiezioni il punto P, considerato come doppio, e per 
proiezione ortogonale la p. 
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Se r è parallela ad O'O", r^ è parallela a p, le r' ed r" coincidono 
coD la RP, ed i pantì limiti sono sovrapposti In P. 

k) Se r è airinflntto, o è parallela a II, le sue proiezioni sodo parallele 
rra loro, 

Sappreaentazione di piaiti. 

U. Uà plano di S, è rappresentato dalle imtnan^ni degli eleiuenli che lo 
cosiituiacono, 

Teorema. — Perchè vn piano di Sj individuato da tre punti, sia rappresen- 
talo tu IT, bisogna e basta che le tre coppie di immagini di essi costruiscano un 
tronco di piramide tnangolare di vertice P. 

Sia E il piano determinato dai tre punti non allineati A, B e C cbe formano 
le tre rette w = BC, » = CA, to =: AB. Queste, insieme alla O'O", individuano 
ire spazi A = (0'0"-m!, B= jOC'-ui, r= lO'0''>wl, i quali tagliano II secondo 
tre piani a, ^ e ^ passanti tutti per P. Le intersezioni di tali piani sono le congtun- 
gentì le proiezioni dei punti A, B, C, e cioè: (f-)^) = a = A'A", (ya) = 6 = B'B' 
e(i^) = c=C'G" le qnali passano tutte per P {4, 7). 

Beciprocamente, dato il saddetto tronco di piramide, proiettandone i ver- 
tici da O' ed 0" si ottengono i tre punti obiettivi individuanti il piano. 

Corollario. — Ogni raggio del fascio di centro P e piano a (ovvero ^, o y} 
contiene le proiezioni di un punto della u = BC (ovvero della v o della w); ed 
ogni piano del fascio di asse a (ovvero 6 o e), contiene le proiezioni di un rag- 
gio del fascio di ceniro A (ovvero B o C}, del piano obiettivo. 

15. Delle tre rette «, v, w sieno U, V, W le tracce: è evidente che queste 
sono sulla retta x^rElT), traccia del piano E sul quadro. In essa si incontrano 
le proiezioni del piano E'=[A'B'C'J e E''= [A"B"C"]; E' e E" sono le basi del 
tronco di piramide; in esse sono rispettivamente le proiezioni delle h, v, w, e, 
giusta il teorema di Desargues sui triangoli prospettivi, A'B' ed A"B" si incon- 
trano in W, A'C ed A"C" si incontrano in V, B'C e B"C" si incontrano in U. 

16. Data la traccia x di E e le proiezioni W, M'' di un suo punto qaalun- 
<jue M, il piano è individuato. Le proiezioni dì ogni altro punto o retta di esso 
debbono cadere rlspetiivaraente sui piani V - [M'-ar] e i" = [M'' ■ x]. 

Dati V e E" ed una proiezione sola di un elemento del piano, l'altra si de- 
termina sabito. Cosi p. es, dato M' o r' su E' si ottiene subito M" = E''-PM' ov- 
vero r" = (E"-[Pr]). 

Dei punti A, B, C, le proiezioni ortogonali A, , Bg , C, sono rispettivamente 
sui piani [pa], [pb], [pc] e determinano un piano Eg , proiezione ortogonale di E, 
che passa anche per x (9). 
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17. Proiettando da 0' ed 0'' la retta all'lndiiito di E meliante due piani f 
e T, le proiezioni ortog^onaJi di qaesti sono parallele a E„, passano per P'eP' 
e tagliano rispettivamente l' e E" nelle i-eite i' ed i '. Queste sono le rette limiti 
di £ e godono delle proprietà di essere parallele, tra loro ed alla se, di essere 
in mio stesso piano con P perchè proiezioni della stessa retta j„ di 5, di essere 
entrambe dalla stessa parte di P e disposte in modo che i'' trovasi sempre tra 
i" e P (10), e di essere punteggiate simili. 

18. Date le proiezioni del piano, 5' e i", a determinare le rette limiti, tro- 
vasi prima ?„ (conducendo per P una retu qual ( che incontra 5' 
in T": il punto T, = P'T'-P"T" insieme ad x -^ (l'^") dà 5„ : i piani parallelil 
ad esso per P' e P" danno nelle Intersezioni rispettive con 5' e \" le i' ed i" (12 J 

Viceversa poi, data la tniccia a; e le rette limiti f ed i", il piano è subii! 
determinalo. Scrivo perciò: 

19. CoDsiderniido la figura ottenuta in n , si vede che la rapprescntazic 1 
stereoscopica di nn piano $ di S, dà luogo ad una omologia (di centro P 1 
asse a;) di due sistemi piani proiettivi non sovrapposti %' e l", ì quali sono inj 
sezioni delle due stelle di raggi di 2« specie di centri P' e P" e proicttanl 
punti di ;„. 

Considerando i' ed i" come assi di due fasci di piani e combinando di^ 
due un piano dell'uno con un piano dell'altro, nelle intersezioni di essi si lia 
00* rette parallele ad x, tracce degli co* piani di S, paralleli a 6 e deiquH 
suddetti piani sono le proiezioni. Le infinite coppie di piani tagliantisi sect J 
rette di 5,, sono le proiezioni degli infiniti piani di S, paralleli a ScontcniJ 
quell'unico 8, ctie è normale a II e passa per |. In tali dne faeci di pìanf'J 
tin piano unito [i'i"]: su esso cadono le proiezioni e le tracce di tutti iplm 
S, paralleli aie patsanti per i punti della Ó'Ò" (il). Questo è evidentJ 
considera che uno qualunque di tali piani forma con la O'O" un S, , 
tiene i piani 9 e T (17), e perciò il piano intersezione di tale S, con II dJ 
tenere le tracce di quei piano qualunque, di 9 e di i. 

20. Proprietà de^^la betta tbaooia. 

a) L& X è composta tutta di ptintì uniti (perchè le proiezioni ce^Rlì ed 
ortogonali di ciascun suo punto, coincidono col punto obiettivo), e conB^e le 
tracce di tutte le rette del piano ;. 

b) La X incontra i tre piani a, ^ e f rispettivamente nei tre puntiHI, V, 
W (risulta dai Numeri 14 e 16). 

e) Se Aj. , B, , Cj, sono le sue intersezioni coi piani [pa] , [pb] , [pc^ 
cpngiangenti A,A„ , BoB,, , C^C^ danno le intersezioni di \^ con i suddetti piaST 
e passano per lo etesso punto T della i>. 
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rf) La X è sede di- dae pnnte^giate sovrapposte in involazione, k^B^-Cig... 

.. Se si osserva infatti la figura ottenuta nel piano §, (flg. 2.*ì dalle in- 
lersRZioni con esso dei piani [pa] , [p6] , [pc], a, ^, -y si vede che c|ucsta è un 
qniidraugolo completo le cui coppie dì lati opposti sono tagliati dalla x rispet- 
livamente in A^ ed U, B„ e V, C^ e W. Ciò vool dire che se del piano ; si 
cniisidcra il punto che viene proiettato snl piano [pU], coiuanf^ae si assegnino 
«li iiltri dne punti di S, questi determinano una retta che è proiettata in un 
piano passante per A^. L'Involuzione è elliiticn. 




Fig. 2."^ 

«) I ponti U, V, W sono allineati rispettivamente con B„C, , CjA, ed k^„. 
E evidente (flg. 3."). 

Da qoeate proprietà risalta che : 

l." Date le tre rette a, b, o, concorrenti in P, e te tre proiezioni ortogo- 
nali Ag , Bg , Cg, rispettivamente nei piani [pa] , [pb] , [pc] , la traccia del piano 
i immediatamenfe determinata, dalle intersezioni di due delle tre rette AgB, , 
A,C(, , B,C, rispettivamente coi piani -y = [ab] , p = [ac] , a = [bc], ed è perciò deter- 
minato il piano. 

2.0 II piano è precisato se « danno le proiezioni ortogonali e due eoli dei 
viddetti piani a, p, y. P*'' esempio, ^ e ^. Infatti ie intersezioni con essi delle 
rette A^Bo ed A^Co determinano ì punti W e V della traccia, e l'altro piano a 
si trova subito. 

3.0 Date le tre rette a, b, e, due dei punti U, V, W, p. es. U e V, erf una 
proiezione ortogonale, p. e». A,, si trovano subito le altre proiezioni ortogonali. 
Cosi la AjV taglia [pc] in C^, e la C^U determina in [pb] B^ ecc. 
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21. Casi particolari. 

a) So e è sa n le sue proiezioni coincidono con esso e coincidono pare 
le proiezioni di ciascun punto e di cinscnna retta. 

Il) 8g i contiene la p, la traccia di esso è p, le sne proiezioni coincidono 
in nn piano nel quale si hanno due sistemi piani sovrapposti e prospettivi ad 
un terzo, ^j. 

e) Se E passa per un punto solo della p, la sua traccia passa per questo 
punto e ie proiezioni sono, in generale, distinte. 

d) Se € coincide con (<>, le sue proiezioni si riducono alla p. 

e) Se e passa per O'O", le proiezioni centrali sono coincidenti e si rida- 
cono alla traccia concorrente in P, ma su questa le proiezioni di ogni singolo 
punto sono distinte; la proiezione ortogonale b il piano della p e delta traccia. 




Flg. S.* 

f) Se E passa per uno solo dei centri di prolezioni, p. es. per 0', E' coin- 
cide con la traccia, cui è sovrapposta anche i', E" è comunque, Eo passa per P' 
ed i" è distinta. 

j}) Se E è parallelo ad O'O", E' e E" coincidono, ma sono distinti da Eg: 
i' = i" sono nell'intersezione di E' = E" col piano per p parallelo a E,. 

ft) Se E è su 1, E' e E" sono sovrapposti a a ma le proiezioni di ogni punto 
o retta sono distinte. 

t} Se € è parallelo a If, E' e E" sono paralleli tra loro ed a E^. 
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£) Se E È perpendicolare a II, E, si riduce nlU a;, ^' e E" sono i piani 
[P'x], |P"!c| ; i"* ed i" passano per P' o P". 

l) Sa 5 piisaa p. os. per la O'P', E', 5„ ed i' coincidono con la trucci» x: 
l" è il piano [px] ed i" la parnllela ad x per P". 

m) Se e è parallelo ad u, E^ coincide con la a;, E' e E" sono Bovrappoatl 
Ili piano Ipx], ed t' ed i" coincidono con la p. 

m) Se e è neir S, all'Infinito di S^, E' o V sono due piani simili paralleli 
Ira loro. 

Rappi'eseiitazione di spasi a tre dimensioai. 

22. Uno spazio a tre dimensiODi di S^ è individuato dalle proiezioni degli 
elementi che lo costitniscono. 

Un Sj qualunque 6, comunque determinato, taglia il quadro in un piano S 
cbe ne è la traccia. Tatti 1 punti, le rette ed i piani di vengano proiettati in 
tante coppie di punti, di rette o di piani costituenti duo altri S| , 6' e @" so- 
vrapposti a II. Duo punti o duo retie, immagini di uno stesso punto o di una 
stessa retta sono su una medesima retta o un medesimo piano con P (4, 7). 
Come pure due retto o due piani, proiezioni di una stessa retta o di uno stesso 
piano di 6, debbono incontrarsi in un punto o in una retta del piano traccia 
(20, a). Si hanno cosi due sistemi solidi omologici, 0' e 0" di sede n. Da un 
elemento di 0' si pu6 passare al corrispondente elemento di 0" proiettando da 
0', tagliando con 0, proiettando da 0" e tagliando con 0" ; e viceversa. 

In tale omologia solida si ha un punto unito, F, che è 11 centro di omologia 
ed un piano unito, 0, clic è il piano dell'omologia solida. I punti e le rette di 
questo piano sono tutti punti e retto unite (20, a): 1 raggi ed i piani della stella 
di centro P sono uniti ma non composti di elementi uniti. 

23. Proiettando da 0' ed 0" tutti i punti e lo retto del piano all' infinito 
di 0, mediante due altri S, , questi tagliano II in due altri piani t', t" paralleli 
a 0, che sono i jnani limiti di 0. £;ìsi contengono gli elementi limiti di tutte le 
rette e di tutti i piani di 0, sono slmili dal centro P, cadono entrambi da una 
stessa puree di P e sono disposti in morto che i" è compreso sempre tra i' e P 
(10, 27?. Individuo 1' S, dandone traccia e piani limiti, e scrivo: 

e = io,i'i"i. 

24. CONFIOURAZIONB DEL PIANO THACCIA. 

Sappongasi lo spazio individuato da quattro punti non complanari A, B, 
C, D. li tetraedro formato da essi è proiettato in due altri tetraedri A'B'C'D' , 
A''B"C"D''. Le proiezioni dei quattro vertici determinano quattro rette passanti 
per P ; a = A 'A", b - B^'', e = C^'" e ri = D'D". 

voL. xuix. as 
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Nel tetraedro obbiettivo si hanno sei spigoli e quattro facce. I sei spigoli sono : 
AB la cui traccia G := A'B''A"B'' è eul piano [nb], (fig. 5.») 



CD • » 




E=:C'D'.(HF' 


» 


■ M, 


AC » • 




H = I^'-VW' 


» 


• IH, 


BD . » 




K = S'ìy.W'D' 


• 


» M , 


BC » » 




Ì^WC'-WV" 


. 


• [H, 


AD » » 




f = a7ìv.at>" 


. 


• Mi 




Fig. 4.» 

e le sei facce sono : 

a r;[BCD] 1& cui traccia I=(Va") contiene i punti E,K,I, tracce delle CD , DB , BC , 
g=tAOD] > » *n=(^'^") » » E,P,H, > > CD, DA, AC, 

f=[ABDl » > n=(-x'i") » » K,r,G, > > BD, DA, AB, 



3 = [ABC] 



r=:(5'3") 



I,K,G, 



BC , CA , AB. 



Evidentemente le tracce dei sei spigoli e delle quattro facce del tetraedro, 
costaiscono su 6 nn quadriratero completo di lati l, m, ti, r e di vertici opposti 
E e G, K ed H, f ed I (fig. ifi e flg. 5.«). 
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25. Inoltre il piano traccia è tagliato dai Begaenti eei piani : 

da [ab] secondo una rotta g passante per GI = nr=n-AB, 

» [cdj » > » e » » E=Zm=n-CD, 

> [ac] » > » h > »U = mr= II ■ AC , 

» (6rf] » » » ft » . K^In=n.BD, 

. [6c] » » » i > » I = Zr = U.BC, 

» Ind) » » » f » » F=nm=n-AD. 

Come si vede snbito, eq si ha una confignrazione formata, oltre che dal 
quadrilatero precedente, anche da nn quadrangolo completo, del qualu le coppie 
di lati opposti sono e e ^, ft ed A, ^ ed i passanti rispettivamente per le coppie 
di vertici opposti del quadrilatero, ed i vertici saranno quattro punti L, M, N, 
R, rispettivamente intcrsBzioDl con delle a, b, e, d. 
Per L passano i lati g, A, f, 

» M > ^ 9t ^1 i < 

> N » -» e, h, i , 

. R » j- e. k, f. 
È chiaro poi che fra il tetraedro fondamentale e questo quadrangolo esiste 
tina corrispondenza proiettiva ; cioè ad un vertice o ad uno spigolo del tetraedro 
fondamentale corrispondo quel vertice o quel lato del quadrangolo che si ottiene 
segando con 6 la congiungente le proiezioni del vertice del tetraedro, o 11 piano 
contenente le proiezioni dello spigolo. Cosi ad A corrisponde L, a B, M ecc. . . 
ad AB corrisponde g eco 

26. CoNSKOORNZB. — I.^^ Dato il quadrilatero Imnr e dato vn vertice solo del 
quadrangolo, questo è subito determinato. 

Sia dato per esempio L = a'i. Siccome n fa parte dei piani [ab] , [ac] , [ad], 
per L passano le rette g, h, f, intersezioni di tali piani con 0. La g passa per G 
ed incontra b in U, la h passa per U ed incontra e in N, e la /* passa per F 
ed incontra d in R. Si hanno cosi i quattro vertici e tre lati. Gli altri tre lati 
si hanno subito e, come verifica, i = MN deve passare per I, e = RN deve pas- 
sare per E e k = RM deve passare per K. 

%*■ È anche facile a vedersi che se è dato il quadrangolo LMNR ed un Iato 
8olo del qaadrilatero (p. e. l), qnesto non 6 individuato, ee non ei assegna al- 
meno un altro vertice che non sia su quel lato (p. es. G). 
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27. 8.» Date sul piano traccia le due figure quadrangolo e quadrilatero kÌ 
può con ette determinare tubilo l'inter lezione T della p ccm 4, 

Si considerino inTatti i due tetraedri A'B'C'P' ed A"B"C''P": essi determi- 
nano sa V con le intersezioni dello loro facce un quadrilatero Bvur di cai i ver- 
lici sono G = 6-AB, H = (i-AC, I = BC, U = (i-Bl', 8 = (i-AP, V = O.PC, e sono 
situati io modo che snlla » stanno I, U, V, aitila v stanno S, H, V, sulla u sono 
G, S, U, e sulla r G, 1, H. Ora il prisma quadrangolare abdp taglia secondo \in 
quadrangolo di cui tre vertici sono L, M, R, il quarto 5 l'inteaezione di^ con 

che si determina sabito (26, l.**). La LS Incontra p in T il quale ò iincLe sulla 

MU e sulla NU (flg. 6.»). 




28. Casi particolari. 

a) Se © passa per la p, il piano traccia contiene questa retta, ed i piani 
limiti sono due altri piani paralleli a e distinti Tra loro. 

6) So 8 passa per O'O", i piani di fuga e traccia coincidono in un piano 
solo, sul quale sono le proiezioni centrali di tutti gli clementi di 8. 

e) Se e è parallela ad O'O'", non 6 in generale parallelo a ;> ; t' e i", 
passanti per P, sono coincidenti. 

dj Se (* 6 parallelo a II, 0, i' e i" coincidono colf S, all'influito di n. I 
sistemi solidi 6' e 3" sono simili. 
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e) Se 6 passa per uno solo del centri 0', 0", il piano di faga e le prò le- 
zioni corrispondenti a quel centro coincidono col piano traccia i. 

f) Se Q è perpendicolare a 11, i' e i" passano per P' e P", e la proiezione 
ortogonale cade tutta sti i. 

g) Se 8 contiene la OT' (o 0''P">, * passa per P' (o P") e con esso 
coincìdono t' (j t") e le prime (o seconde) proiezioni dei suoi elementi: t" (o r') 
passa per P" (o per P'). 

&) Se 6 è perpendicolare a II e parallelo ad u, è parallelo & p, i' e i" 
contengono la p e sono sovrapposti. 

Problemi fondamentali di posizione. 

29. Pboblbma I. — Dati due spazi a tre dimensioni, 6 = jO, t'i"}, ed H = |>;, 
£ è"! determinare il piano t d' intersezione. 

Le tre rette t, i , t" secondo le quali si tagliano le tre coppie di plani i ed 
r„ t' od e', i" ed i", sono rispettivamente traccia e rette limiti del plano cercato, 
il ;]uale perciò è individuato, e si ha: 



T=ti, in 

30. Problema II. — Dato uno spazio a tre dimensioni, 6 = jS , i'i'\ ed un 
piano 5 = [a: , i'i"\ determinare la retta I d'intersezione. 

Se diciamo L, I' ed I ' rispettivamente i pnuti d'incontro di x con 6, i' con 
[', i" con t'', abbiamo la traccia ed 1 punti limiti della retta cercata. Perciò: 

i = (L,n"). 

31 .'Problema IH. — Dato un S, 9 = jO, i't"| ed una retta t = (T, ri"j, de- 
terminare il punto À d'intersezione. 

Si consideri la prima proiezione della ( come la prima proiezione di quella 
retta fn di 8 che è nel piano [0'(]. Dì m la traccia è M = t'.ft, Il primo punto 

limite è J' = ('-i'; J" è l'intersezione con t" della J'P HO .La congiungente MJ" 
dà la m" la quale Incontra f nel punto A"; A' si determina subito (8, 20). Si 
ha cosi : 

A = À'A". 

32. Problema IV. Dati due piani a. = [a, i'i"| e ^ = [b, j'j '], deter 
punto X ad essi 



yGoogle 



)( 222 X 

Si conduca l'S, ottenuto proiettando da 0' tatti gli clementi di a: di questo 
la traccia ed il primo piano lìmite, i', è un certo piano \ = i' passante per a, 
mentre i" è distinto. Tale S, taglia p in una retta m (di traccia M = dX. e punti 
Jimiti I' =j'X , I"=/'t") sulla quale trovasi il punto X. 

Si conduca inoltre l'aliro S, otteouio proiettando da 0' il piano P: di esso 
la traccia ed il primo piano lìmite, s', è un piano v = e' passante per fc; e" 6 
distinto. Quest'altro S, taglia a in una retta n (di traccia N = a'V, e punti li- 
miti J'-i\, J"=i"e") in cui deve trovarsi X, Quindi ae diciamo X'=m'n'- MI' -NJ' 
ed X" = m'V' = NF".NJ^si ha: 



33. Problema V. — Determinare la congiungente r di due puntiA=A'k" 

e B^B'F'. 

La r è quella di cui le proiezioni sono r' = A'B' ed r"^ A"B". La traccia 
è R = r'r'\ ed i punti limiti si determinano subito (12). 

34. Problema VI.— Determinare il piano E individuato da un punto A=A'A" 
e da una retta r = (R, l'I"). 

Si conduca per A una retta a parallela ad r: questa è nel piano cercalo. 

La s' - A'r e la a" = A"I'' (llj nel loro punto d' incontro , ns determinano la 

traccia S, La congiungente KS = a: è la traccia del piano E cercato: le rette li- 
miti sono le parallele ad x per I' ed I", 

35. Pkoblkma VH. — Determinare l' 83 6 formato da un piano n = [a, i'i"] 
e da un punto D = D'D", 

Si conducano in a due rette ad arbitrio ut ed n. Di esse le tracce M ed N 
sono BU a, ì punti limiti I', V ed J', J" sono rispettivamente su i' ed i". Le m 
ed n si incontrano in un punto G, di proiezioni G' =■ m'n' e G" = m"n". La retta 
h = DG appartiene all' Sj cercato, quindi la sua traccia H ed i suoi punti limili 
£' , E" sono sul piano traccia e sui piani limiti di esso. Perciò ae diciamo 
fl = Ha, l' — E'-i', i" = E"-t'', si ha 1' Sj cercato: 

0^{O,i'i"i. 

3G. Problema VIII. — Determinare l' Sj individuato da due rette tffhembe 
r = {R, l'I") ed 8 = (S, J'J"). 
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Si prenda nn ponto M-M'M" sali» r, ed nn punto N = N'N" sulla s; la 
congiangenle (, di proiozioni t' = M'N'" e t"-M"N", taglia II in un punto T, 
iraccia, ed ha i pnnti limiti E', E" (12). I punti R, S, T individuano il piano d, 
traccia dell' Sj cercato^ del quale i piani lìmiti sono quelli individuati dalle terne 
di punti l'J'E', I"J"E". 

Siccome questi due piani debbono risultare paralleli a (23), così si potrebbe 

risparmiare la ricerca dei punti E' ed E", bastando condarre per le l'J' e I"J" i 
piani paralleli a 6. 



Per la soluzione dei problemi che implicano il concetto di misura o di or- 
togonalità, vedasi la citata Afemoria del prof. Veronese, osservando che ciò che 
in essa è detto per la proiezione da un solo centro, si può applicare nel caso 
nostro per uno qualunque dei centri di proiezione, ottenendosi poi facilmente la 
figura corrispondente all' altro centro, che deve risultare simile alla prima (10, 
17, 23). 



Accenno ad una posizione particolare notevole dei centri d! proiezione, cioè 
quando essi sono su una parallela a IT : 

Sia £ r Sj parallelo a li e passante perO'O'', e 4> t' 8, parallelo ad entrambi 
e dividente per metà lo strato d'iperspazio compreso tra £ e D. Il segmento 
P'P'' = 0'0'', e P è aU'intinito; perciò tutte le congìungoutì le proiezioni dei 
punti ed i piani delle proiezioni delle rette sono paralleli a p (4, 7). Se A è un 
punto di *, si ha A'A" = — P'P". Una retta r taglia (^ in F e £ in Q, del quale 
si pnù avere solo la proiezione ortogonale. So I„ è il punto all'infinito di r, si 
h» (RQri„) = - 1, ovvero proiettando ortogonalmente su fi, proiettando da P' 
e P" e tagliando con r' ed r'', 

(RQPJ.) = (RQ,FoI,„) = (RQVF'I') = (RQ'.F"!") - - 1. 

E questo dice che i punti limiti sono i simmetrici, rispetto alla traccia, delle 
immagini del punto d'intersezione della retta con l' S, *; oi6 che permette di 

poterli facilmente determinare dovendo quindi essere Vf^' = -V'F" = P'è". 

Similmente si vede che le rette limiti di un piano ed i piani limiti di uno 
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17. Proiettando da 0' ed 0'' la retta all'lafinito di i meliante dae piani 7 
e T, le proiezioni ortogonali dì questi sono parallele a 5,, passano per P'eP' 
e tagliano rispottiTamcnte E' e V nelle rette t" ed i '. Queste sono le rette limiti 
di ^ e godono delle proprietà di essere parallele, tra loro ed alla x, dì essere 
in ano stesso piano con P perchè proiezioni della stessa retta f„ dì E, dì essere 
entrambe dalla stessa parte di P e disposte in modo che i" trovasi sempre tra 
i' e P (10), e di essere punteggiate slmili. 

18. Date le proiezioni del piano, \' e 5", a determinare le rene limiti, tro- 
vasi prima ;„ (conducendo per P nna retta qual t che incontra ;' in T' e 4" 
in T": il punto To=Ft'-P''T" insieme ad a:; -^ (Vi") dà 5„ : i planf paralleli 
ad esso per P' e P" d&nno nelle intersezioni rispettive con |' e 5" I^ i' ed i" (12'. 

Viceversa poi, data In trnccia x e le rene limiti t' ed 1", il plano è subito 
determinato. Scrivo perciò : 

i =[«,«"]■ 

19. Considerando la fìgara ottenuta in II , si vede che la rappresentazione 
stereoscopica di un piano 5 di Sj dft luogo ad una omologia (di centro P ed 
asse a;) di due sistemi piani proiettivi non sovrapposti 5' e 5", i quali sono inter- 
sezioni delle due stello di raggi di 2" specie di centri P' e P" e proiettanti i 
punti di fg. 

Considerando t' ed i" come assi di due fasci di pt.iiii e combinando duca 
due un piano dell'uno con an piano dell'altro, nelle intersezioni di essi si hanno 
00* rette parallele ad x, tracce degli oc* piani di S, paralleli a £ e dei quali i 
suddetti piani sono le proiezioni. Le infinite coppie di piani tagliantisi secondo 
rette dì §q sono le proiezioni degli inliniti piani di S, paralleli a ^ contenuti in 
quell'unico Sj che è normale a II e passa per 5- In tali due fasci di piani si ha 
un piano unito [i't"] : su esso cadono le proiezioni e le tracce di tutti i piani di 
S, paralleli a ì; e passanti per i punti della O'O" (11). Questo è evidente se si 
considera che uno qualunque di tali plani forma con la O'O" an S|, che con- 
tiene ì piani 901 (17), e perciò li piano intersezione di tale S, con II deve con- 
tenere le tracce di quel piano qualunque, di o e di t. 

20. Proprietà de^la retta tsaccia. 

a) La X & composta tutta dì punti uniti (perchè le proiezioni centrali ed 
ortogonali di ciascun suo punto, coincidono col punto obiettivo), e contiene le 
tracce di tutte le retto del piano f. 

b) La X incontra i tre piani a, ^ e f rispettivamente nei tre punti U, V, 
W (risulta dai Numeri 14 e 15). 

e) Se A„ , B^ , C^ sono le sue intersezioni coi piani [pa] , [pb] , [pc], le 
congiungenti A^A^, B„B^, C^C^ danno le intersezioni di ^, con i suddetti piani, 
e passano per lo stesso punto T della p. 
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d) La X è sede di- due punteggiate sovrapposte in involuzione, A^jB^jCa,... 
I.VW.... Se si osserva infatti la figura ottenuta nel piano S^ (Qg. 2.») dalle in- 
tersezioni con esso dei piani [pa] , [pb] , [pc], et, ^, f si vede che questa 6 un 
quadrangolo completo le cui coppie di lati opposti sono tagliati dalla x rispet- 
tivumente in A„ ed U, B^ e V, C, e W. Ciò vuol dire che se del piano \ Bi 
considera il punto che viene proiettato sul piano [/>-U], comunque si assegnino 
S\\ ulti-i due punti di S, questi determinano ana retta ehe è proiettata in nn 
pjnno passante per A„. L'involuzione è ellilticti. 




Fig. 2.» 

e) I punti U, V, W sono allineati rispettivamente con B^C, , CbA„ ed AoB„. 
E evidente (flg. 3.»J. 

Da queste proprietà risulta che : 

Ifi Date le tre rette a, b, e, concorrenti in F, e le tre proiezioni ortogo- 
nali A(, , Bg , Cg, rispettivamente nei piani [pa] , fpb] , [pc] , la traccia del piano 
è immediatamente determinata, dalle intersezioni di due delle tre rette A^Bg , 
A.C„ , B,Co rispetti vam ente coi piani y = [ab] , g = [ac] , a = [bc], ed è perciò deter- 
minato il piano. 

2." Il piano è precisato te ai danno le proiezioni ortogonali e due soli dei 
suddetti piani a, f, 7, per esempio, ? e f- Infatti le intersezioni con essi delle 
rette A^B, ed A^Co determinano i punti W e V della traccia, e l'altro piano a 
si trova subito. 

3.0 Date le tre rette a, b, e, due dei punti U, V, W, p. es. V eV, ed una 
proiezione ortogonale, p. es. A^, si trovano subito le altre proiezioni ortogonali. 
Cosi la AgV taglia [ j^c] in Cg , e la CqU determina In [pb] Bo ecc. 
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21. Casi pasticolabi. 

a) So ; è BQ n le Bae proiezii 
le proiezioni di ciascnn panto e di cii 

b) Se ì contiene la p, la traccia di 



idono con esso e coÌQcidono pare 
retta. 
ìO è p, le sae proiezioni coincidono 



in un piano nel quale si hanno due sistemi piani sovrapposti e prospettivi ad 
un ter«o, ì^. 

e) Se i passa per un punto solo della p, la sua traccia passa per questo 
punto e lo proiezioni sono, In generale, distinte. 

d) Se E coincide con ir», le suo proiezioni si riducono alla p. 

e) Se i passa per O'O", le proiezioni centrali sono coincidenti e si ridu- 
cono alla traccia concorrente in P, ma su questa l« proiezioni di ogni singolo 
punto sono distinte ; la proiezione ortogonale è il piano della p e della traccia. 




FJg. 8> 

/■) Se E passa per uno solo dei centri di proiezioni, p. es. per 0', E' coin- 
cide con la traccia, cui è sovrapposta anche i', E" è comunque, ?„ passa per P' 
ed i" è distlnia. 

j}) Se E è parallelo ad O'O", {' e E" coincidono, ma sono distinti da %: 
i' = i" sono nell'intersezione di E'= E" col plano per p parallelo a Eo- 

h) Se E è sa 1", E' e E" sono sovrapposti a a ma le proiezioni di ogni punio 
o retta sono distinte. 

i) Se E è parallelo a IT, E' e E'' sono paralleli tra loro ed a E,. 
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t) Se ? fe perpendicolaro n II, ^o si riduce alla x , ^' e E" sono i piani 
[P'a;], |P"a;l ; i" ed i" passano per P' e P". 

t) Se E passa p. es. por la OT', F, E^ od i" coincidono con la traccia x: 
5" è il piano [px] ed i" la parullcla ad x per P". 

m) Se E è parallelo ad w, ?„ coincide con la x, i' e E" sono sovrapposti 
al piano Ipx], ed t' ed i'' coincidono con la p. 

») Se 5 è nell' Sj all'infinito di S, , Ve E" sono due piani simili paralleli 
tra loro. 

Rappresentazione di spazi a tre dimensioni. 

'22, Uno spazio & u-e dimensioni di S^ è indiTidaaCo daHe proiezioni degli 
elementi che lo costitniscono. 

Un S, qualunque 0, comunque determinato, taglia il quadro in un piano 9 
clic ne è la traccia. Tutti ì punti, le rotte ed i piani di 6 vengono proiettati in 
tante coppie di punti, di rette o di piani costituenti duo altri Sj, 6' e 0'' so- 
vrapposti a n. Duo punti o due rette, immagini di ano stesso punto o di una 
stessa retta sono su una medesima retta o un medesimo piano con P (4, 7). 
Come pure due rette o due piani, proiezioni di una stessa retta o di uno stesso 
piano di 0, debbono incontrarsi in un punto o in una retta del piano traccia 
(2U, a). Si hanno cosi due sistemi solidi omologici, 0' e 0" di sede TI. Da uu 
elemento di 0' si può passare al corrispondente elemento di 0" proiettando da 
0', tagliando con 0, proicttaudo da 0" e tagliando con 0" ; e viceversa. 

In tale omologia solida si ha un punto unito, P, che b il centro di omologia 
ed nu piano unilo, 0, che è il piano dell'omologia solida. I punti e le rette di 
questo piano sono tutti punti e rette unite (20, a): 1 raggi ed i piani della stella 
di centro P sono uniti ina non composti di elementi uniti. 

23. Proietundo da 0' od 0" tutti 1 punti e le retto del piano ali* Infinito 
di 0, mediante due altri S, , questi tagliano li in due altri piani t', •," paralleli 
a b, che sono i piani limiti di 0. Eììsì contengono gli clementi limiti di tutte lo 
rette e di tutti i piani di 0, sono simili dal centro P, cadono entrambi da una 
stessa parte di P o sono disposti in modo che i" è compreso sempre tra t' e P 
(10, 27,1, Individuo 1' Sj dandone traccia e piani limiti, e scrivo: 

0=lÙ,tV'i. 

24. CoNFIOt'RAZIONa DEL PIANO THACCIA. 

Suppongasi lo spazio individuato da quattro punti non complanari A, B, 
C, D. Il tetraedro formato da essi è proiettato in due altri tetraedri A'B'C'D' , 
A''B"C"D''. Le proiezioni dei quattro vertici determinano quattro rette passanti 
per P; a = A^", ft .= B^'", e = cW'' e d = D'D". 
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21. Casi fabticolabi. 

a) So t È sa II le sne proiezioni coincidono con esso e coincidono pare 
le proiezioni di ciascun punto e di cinscnns retta. 

b) Se = contiene la p, la traccia di esso è p, le sue proiezioDl coincidono 
in un piano nel quale si hanno due sistemi piani sovrapposti e prospettivi ad 
on terzo, ?„. 

e) Se E passa per un punto solo della p, la sua traccia passa per quesio 
punto e le proiezioni sono, in generale, distinte. 

d) So E coincide con m, le sue proiezioni si riducono alla p. 

e) Se { passa per O'O", le proiezioni centrali sono coincidenti e si ridu- 
cono alla traccia concorrente in F, ma su questa le proiezioni di ogni singolo 
punto sono distinte ; la proiezione ortogonale è il piano della p e della traccia. 




Fig. 3.» 



f) Se E passa per uno solo del centri di proiezioni, p. es. per 0', {' coin- 
cide con la traccia, cui è sovrapposta anche t', E" è comunque, 5^ passa per P' 
ed t'" è distinta. 

j) Se E è parallelo ad O'O", E' e E" coincidono, ma sono distinti da E,; 
i' = i" sono nell'intersezione di E' = ?' col piano per j> parallelo a E,. 

h) Se E è su I, E' e E" sono sovrapposti a 9 ma le proiezioni di ogni punto 
o retta sono distinte. 

t) Se E è parallelo a li, E' e E'' sono paralleli tra loro ed a E,. 



yGoogk 



){ 217 )( 

1:) Se E è perpendicolare a (I, E^ si riduce alla jc, e' e E" sono i piani 
[P'ic), |P"a:l i i' ed i" passano per P' e P". 

Ij Se E passa p. cs. per la OT', E', 5„ ed i' ci)ìiicidono con la traccia j:: 
5" è il piano [px] ed i" la parnlicla ad x per P". 

m) So E è parallelo ad w, E,, coincide con la a;, E' e E" sono sovrapposti 
iti piano \px\, ed i' ed t" coincidono con la p. 

n) Se E è nell'Sj all'infinito di S», E' e E" eono due piani simili paralleli 
Iru loro. 

Rappresentazione di tpazi a tre dimensioni. 

22. Uno spazio a tre dimensioni di S^ è individuato dalle proiezioni degli 
clementi che lo costitaiscono. 

Uà S, qnalunqne 6, comunque determinato, taglia il quadro in un plano 6 
che ne è la traccia. Tutti i pnnti, le rette ed i piani di 9 vengono proiettati in 
tante coppie di punti, di rette o di piani costituenti duo altri Sj , d' e 6'' so- 
vrapposti a n. Due punti o duo rette, immagini di ano stesso punto o di una 
stessa retta sono su una medesima retta o un medesimo plano con F (4 , 7). 
Come pure due rette o due piani, proiezioni di una stessa retta o di uno stesso 
piano di 6, debbono incontrarsi in nu punto o in una retta del piano traccia 
{20, a). Si hanno cosi due sistemi solidi omologici, 0' e 0" di sede II. Da uu 
elemento di 0' si pu6 passare al corrispondonte elemento di 0" proiettando da 
0', tagliando con 0, proiettando da 0" e tagliando con 0" ; e viceversa. 

In tale omologia solida si ha un punto unito, P, che b il centro di omologia 
Cd un piano unito, 0, clic è il piano dell'omologia solida. I punti e le rette di 
questo piano sono tutti punti e rette unite (20, a): 1 raggi ed i plani della stella 
di centro P sono uniti ma non composti di elementi uniti. 

23. Proiettando da 0' ed 0" lutti i punti e le retto del piano all' Infinito 
di 0, mediante due altri Sj , questi tagliano II in due altri piani t', i" paralleli 
a 4, che sono i piani limiti dì 0. Essi contengono gli elementi limiti di tutte lo 
rette e di tutti i piani di 6, sono simili dal centro 1', cadono entrambi da una 
stessa parte di P e sono disposti in modo che i" è compreso sempre tra i' e P 
(10, 27,1. Individuo 1' S, dandone traccia e piani limiti, e scrivo: 

= |(i , t'i"i. 

24. GONFIOL'RAZIONB DEL MANO TRACCIA. 

Suppongasi lo spazio individuato da quattro punti non complanari A, B, 
C, D. Il tetraedro formato da essi è proiettato in due altri tetraedri A'B'C'D' , 
A"B"C"D''. Le proiezioni dei quattro vertici determinano quattro rette passanti 
per P ; a = aTa", 6 •= B^'', e = C^'' e ri = D'D". 

VOL. ZXZIX. 28 
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Nel tetraedro obbiettivo si hanno sei spigoli e quattro facce. 1 sei spigoli sono : 
AB la cni traccia G = A'B'-A"B" è ani piano [al>], (fiR. 5.") 
CD » > > 



BD 
BC 
AD 



c'jytFiF' 




• MI, 


aTc'-a^' 




. M, 


B'D'.iTw' 




. (M), 


ìFc'-vv' 




. liei, 


AJD'.i^' 




, [ad]; 




Fig. 4.» 

e le sei facce sono : 

a:-[BCD] U cui traccia l={a'a") contiene i punti E,K,I, tracce delle CD , DB , BC , 
f=tACD] » » m=('(,Y) » » E,F,H, > » CD, DA, AC, 

-f=(ABD) » » n={t'i") » > K,F,a, > » BD,DA,AB, 



=(2'5") 



BC, CA, AB. 



Evidentemente le tracce dei sei spìgoli e delle quattro facce del tetraedro, 
coBtaiacono sa 6 nn quadriratero completo di lati /, m, ti, r e di vertici opposti 
E e G, K ed H, F ed I (flg. O e fig. 5."). 
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25. Inoltro il piano traccia è tagliato dai segaenti sei piani: 

da [ab] secondo una rolla g passante per G = nr = n-AB, 

> [cd\ ■ > »e » >E = ;m=n-CD, 

> [ac] . > > A » > H=:mr=n-AO, 

> [td] » » » fc . . K:^ln = U.BO, 
, [6c] » » > i > » l = lT = U-BC, 

> Ind] » * * f > » F=mTi=n-AD, 

Come si vedo snbito, su si ha una conflgorazione formata, olire che dal 
quadrilatero precedente, anche da un quadrangolo completo, del quale le coppie 
di Iati opposti sono e e ^, Jt ed A, / ed i passanti rispettivamente per le coppio 
di vertici opposti del quadrilatero, ed i vertici saranno quattro punti L, M, N, 
R, rispettivamente intersftzioni con delle a, b, e, d. 

Per L passano i lati g, h, f, 
. M > » g, k, i, 

> N » ■» e, h, i, 

• E » * e. k, f. 

É chiaro poi che fra il tetraedro fondamentale e questo quadrangolo esiste 
una corrispondenza proiettiva; cioè ad nn vertice o ad uno spigolo del tetraedro 
fondamentale corrisponde quel vertice o quel Iato del quadrangolo che si ottiene 
segando con 9 la congiungente le proiezioni del vertice del tetraedro, o il plano 
contenente le proiezioni dello spigolo. Cosi ad A corrisponde L, a B, M ecc. . . 
ad AB corrisponde g ecc 

26. CoNSKGnENZE, — 1.» Dato il quadril^dero Imnr e dato un vertice solo del 
quadrangolo, questo è subilo determinato. 

Sia dato per esempio h = a't. Siccome o fa parte dei piani [ab], [ac], [ad], 
per L passano lo rette g, h, f, intersezioni dì tali piani con 0. La g passa per G 
ed incontra h Io M, la A passa per H ed incontra e in N, e la ^ passa per Y 
ed incontra d in R. Si hanno cosi i quattro vertici e tre lati. Gli altri tre lati 
ai hanno subito e, come verifica, t = MN deve passare per I, e = RS deve pas- 
sare per E e Jb = BM deve passare per K. 

2," È anche facile a vedersi che se è dato il quadrangolo LMNR ed un lato 
solo del quadrilatero (p. e. l), questo non è individuato, se non si assegna al- 
meno un altro vertice ohe non sia su quel lato (p. e». G). 
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27. 3.» Date sul piann traccia le due figure quadrangolo e quadrilatero iti 
può con esse determinare subito l'intersezione T della p con 0. 

Si considerino infatti ì due tetraedri A'B'C'P' ed A"B"C''P": casi determi- 
nano su 6' eoo le intersezioui dello loro facce un quadrilatero svur di cui i ver- 
tici sono G = tì-AB, H=(i.AC, 1 = BC, U = ù-BP, S = ((-AP, V = 0-PC, e sono 
situati in modo che sulla s stanno I, U, V, sulla v stanno S, H, V, snlla u sono 
G, S, U, e solla r Q,Ì,H. Ora il prisma quadrangolare aMp taglia secondo un 
quadrangolo di cui tre vertici sono L, M, R, il quarto S l'intcsezione dì p con 

che si determina subito (26, l.»). La LB incontra p in T il quale 6 nuoLe sulla 

MU e snlla Ntf (flg. 5.»}. 




Fig. 5.« 



28, Casi particolari. 

a) Se 6 passa por la p, il piano traccia contiene questa retta, ed i piani 
lìmiti sono due altri piani paralleli a e distinti fVa loro. 

6) Se passa per O'O", i piani di fuga e traccia coincidono in un piano 
solo, sul quale sono lo proiezioni centrali di lutti gli elementi di 0, 

fi) Se ft è parallela ad O'O", 'i non 6 in generale parallelo a p ; i' e t", 
passanti per P, sono coincidenti. 

d) Se e 6 parallelo a II, 0, t' e i" coincidono colf 8, all' infinito di II. 1 
sistemi solidi 6' e 0" sono simili. 
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e) Se 6 passa per uno solo dei centri 0', 0", il piano di foga e le prò le- 
zioni corrispoodeoti a qnel centro coincidano col plano tracela 9. 

/') Se è perpendicolare a 11, i' e i" passano per P' e P", e la proiezione 
ortogonale cade tutta su S. 

g) Se 9 contiene la O'P' (o 0''P"j, ') passa per P' (o P") e con esso 
coincidono t' (j ("j e le prime (o seconde) proiezioni dei suoi elementi ; t" (o i') 
passa per P" (o per P'). 

A) Se è perpendicolare a II e parallelo ad (o, Q è parallelo a. p, t' e t" 
contengono l& p e sono sovrapposti. 

Problemi fondamentali di posizione. 

29. Problema I. — Dati due tpazi a tre dimensioni, 8 = |0, t'i"|, ed H = JT), 
ié"[ determinare il piano T d'intersezione. 

Le tre rette t, i', i" secondo le qnali si taj^Jiano le tre coppie di piani S ed 
>!, i' Rd e', i" ed e", sono rispettivamente traccia e rette limiti del piano cercato, 
il quale perciò è individuato, e si ha : 

30. Froblbua il — Dato uno spazio a tre dimenaioni, 6 = ]9 , t't''| ed un 
piano Z = [x, i'i"] determinare la retta 1 d'intersezione. 

Se diciamo L, I' ed I' rispettivamente i punti d'incontro di x con 9, t' con 
t', i" con t'', abbiamo la traccia ed i ponti limiti della retta cercata. Perciò: 

1 = {L, ri"). 

31; Problema III. — Dato wn S, 6= 18, i't"| ed una retta t = (T, I'I"j, de- 
(erminoEf-e il punto A d'intersezione. 

Si consideri la prima proiezione della t come la prima proiezione di quella 
rolla tn di d che è nel piano [0'(]. Di m la traccia è M = i'-0, il primo punto 

limite fe J' = i'-i'; J" è l'intersezione con i" della J'P (10 .La congiungente MJ" 
da la m" la quale incontra (" nel pnnto A"; A' si determina subito (8, 2°). Si 
ha cosi : 

A = À'A". 

32. Problema IV. Dati due piani a= fa, l't"] e ? = [b, j'j '], determinare il 
punto X ad essi comune. 
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Si condaca 1' 8, ottenato proiettando da 0' tatti gli elementi di a: di qaesto 
la traccia ed il primo piano limite, i', è an certo piano X = t' pasBante per a, 
mentre i" è distinto. Tale S, taglia ^ In una retta m ;di traccia M = fcX e ponti 
limiti V =fy. , l"=f'i") sulla quale trovasi il punto X. 

Si condaca inoltre l'aliro S, ottonato proiettando da 0' il piano ^: di cbbo 
la traccia ed il primo piano limite, e', è un piano v = e' passante per b; t" è 
distinto. Qnesl' altro S, taglia a in una retta n (di traccia N = a-v, e punti lì- 
miti J'=r'v, J"=t"e"J in cui deve trovarsi X. Quindi se diciamo X'=m'»'—MI'.NJ' 
ed X" = m''n" = NI" -NJ" si ba: 



33. Problema V. — Determinare la congiungenle r di dne punti A = A'A" 

e B = S'È'. 

La, r b quella di cui le proiezioni sono r' - A'B' ed r"= A"B". La traccia, 
è R = r'r", ed i punti limiti si dotenninano subito (12). 

34. Pboblema vi.— Determinare il piano E individuato da un punto A=A'A" 
e da una retta r = (R, l'I"). 

Si conduca per A una retta » parallela ad r: questa è nel piano cercato. 

La s' = A'I' e la g" = A'T' (11) nel loro punto d' incontro , ns determinano la 

traccia 8, La congiuugente KS = a; è la traccia del piano E corcato: le rette li- 
miti sono le parallele ad x per I' ed I". 

35. Problema V'H. — Determinare l'Sj fl formato da un piano a = [a, l'i"] 
e da un punto U = D'D". 

Si conducano in a due rette ad arbitrio m ed n. DI esse le tracce M ed N 
sono su a, 1 punti limiti I', I'' ed J', J" sono rispettivamente su i' ed i". Le »i 
ed n si ìnconlrtino in un punto G, di proiezioni G'^- m'n' e G'' = m"n". La retta 
h = DG appartiene all' Sj cercato, quindi la sua traccia H ed i suoi punti limiti 
E' , E" sono sui piano traccia e sui piani limiti di esso. Perciò se diciamo 
(l = H-a, (' — E'-i", i'' = E"-i'', si ha 1' S, cercato: 

e - |D , ['i"|. 

36. Problema Vili. — Determinare l'S^ 6 individuato da due rette tghembe 
r = (R, l'I") ed 8 = (S, J'J"). 
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Si prenda nii panto M t= M'M" salla r, ed nn ponto N = N'N" ealla s; la 

consiangente (, di proiezioni (' - M'N' e i"~M"N'', taglia II in un punto T, 
traccia, ed ha ì punti limiti E', B" (12). I punti R, S, T individuano il piano 1, 
traccia deli' S, cercato, del quale i piani lìmiti sono quelli individuati dalle terne 
di punti l'J'E', I"J"E''. 

Siccome qoesti due piani debbono risultare paralleli a (23), cosi si potrebbe 

risparmiare la ricerca dei punti E' ed E", bastando condurre per le l'J' e I"J" i 
piani paralleli a 6. 



Per la soluzione dei problemi che implicano il concetto di misura o di or- 
togonalità, vedasi la citata Memoria del prof. Veronese, osservando che ciò che 
in essa è detto per la proiezione da un solo centro, si pn& applicare nel caso 
nostro per uno qualunque dei centri di proiezione, ottenendosi poi fìicilmcnte la 
figura corrispondente all' altro centro, che deve risultare simile alla prima (10, 
17, 23). 



Accenno ad ana posizione particolare notevole dei centri di proiezione, cioè 
quando essi sono su una parallela a II : 

Sia £ rSj parallelo a li e passante per O'O'', e 4> l'S, parallelo ad entrambi 
e dividente per metà lo strato d' iperspazio compreso tra S e II. Il segmento 

P'P'' = 0'0'', e P è all'intlnito ; perciò tutte le cong;iangonti le proiezioni dei 
panti ed I piani delle proiezioni delle rette sono paralleli a p (4, 7). Se A è un 
punto di *, si ha A'A" = — P'P". Una retta r taglia fl> in E e li in Q, del quale 
si può avere solo la proiezione ortogonale. Se I„ è il punto all'infinito di r, si 
ha (RQPI^) = — l, ovvero proiettando ortogonalmente su II, proiettando da P' 
e P" e tagliando con r' ed r'', 

(RQPJ.) = (RQ,F,I,„) = (RQ',F'i'> = {RQ'„F"I") - - l. 

E questo dice che i punti limiti sono i simmetrici, rispetto alla traccia, delle 
immagini del punto d' intersezione della retta con 1' S, <I> ; ciò che permette di 
poterli facilmente determinare dovendo quindi essere IT' = - F'F" = P'P". 

Similmente si vede che le rette limiti di un piano ed i piani limiti di uno 
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spazio sono 1 elnimetrici rispetto alla retta o al piano traccia delle proiezioni 
dell' InterBeziono di qnel piano o Sj con *; e perciò gli clemonti lìmiti di un 
piano o di uno spazio distano tra loro di un segmento equipollente a F'ì"'. Quindi 
ottenuta, per esempio, la prima proiezione di tina fignra qualunque doli' S, al- 
l'infinito di S^, BO ne ottiene snbito la seconda con nna traelnzione equipollente 
al segmento P'P". 

Questa disposizione particolare dei ccntrì di prolezione permette di sempli- 
ficare le operazioni, poiché invece di considerare figure simili si considerano fi- 
gure congrue, ciò che rende meno complicata e più facile In rappresentazione 
snl plano. 

Genova, Gennaio 1901. 
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SOPRA 
DM GEiNERALIZZAZIONE DELLA TEORIA DEI DETERMINANTI 

NOTA 

DEL 

Dott. NICOLÒ TRAVERSO in Atba. 



Ui propongo in questa Bota di esporre alcnoe mie vedute sa un'ampia ge- 
neralizzazione deila teorìa dei determiDanti. 

Defluisco dapprima alcnni enti algebrici molto pih generali dei determinanti, 
ed ai quali do il nome di iperdetemiinanti ('). ìiì occupo poi particolarmente 
di alcuni epecia'i iperdeterminanti, che cliiamo rettangolari; esamino i principali 
metodi di sviluppo di un iperdeterminante rettangolare qualunque e di alcuni 
speciali iperdeterminanti rettangolari , che citiamo emideterminantt ; incidental- 
mente dalle proprietà relative allo sviluppo di un iperdeterminante ne deduco 
altre di non minore importanza. 

§ I*— CVmcetto generale di iperdeterminante.— Definizione degli iperdeterminanti 
rettangolari. 

Siano date m serie di numeri 



(*) È questo nn vocabolo non nuovo; leggo nel 1° volume del Repert dì ma- 
temat. anp. del Prof. Pascal (man. Hoepli pag. 287) che b il nome per la prima 
volta dato da Cayley agli invarianti ; ritengo di poterlo adoperale in questa nota, 
con nuovo signiGcato, perchè parmi assai appropriato, e d' altronde nel senso vec- 
chio ò, per quanto so, fuori d'uso. 

voL. zxxix- 39 
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ed m interi non nulli e positivi r, , r, , . . . r. tali che r^<p , »*» <9i ••■ '"„<*, 
ConsidGi'iamo tutti i prodotti ottenuti moltiplicando rf+ rj + . . . -i^ r^-= a delle 
a, scelte in modo che r^ di esse (i=:l,.. m) appartengano alla serie i*" , e 
supponiamo assegnata una Icgg-^ cho ci permetta di decidere qoale dei segni 
+ e - debba essere attribuito a ciascun prodotto. 

La somma di tali prodotti, presi ciascuno col proprio sugno, è un certo 
ente algebrico clie gode di proprietà dipendenti: ]<* dai numeri a; 2° dagli 
interi »", , . . . r^ ; 3" dalla legge detcrminatrice de! segno dei singoli prodotti. 
Qnoata può essere assegnata in molli differenti modi, e ira essi ne scelgo uno 
che parmi il piti adatto a mostrare come , per mezzo di successive restrizioni, 
si possa avvicinare la teoria dei nuovi enti algebrici a quella dei comuni de- 
terminanti. 

Ad ogni numero a^y facciamo corrispondere altri due numeri R^ > ^(/ ■ di- 
modoché alle serie delle a corrisponderanno rispettivamente le serie di coppie 

«Il /«M «.p Ap 

«Il fiti > «1/ /*ifl 



I ^.w «»>. ^m» 



che diremo serie delle afi. 
SÌA poi 



'].«. >I»*i la»., 



(1) 



uno dei suddetti prodotti delle a. Consideriamo le due serie di numeri : 

^)), 0, • '%. 9, ' \ 0„ ^^^ 

e riteniamo al solito che due numeri, appartenenti entrambi alla (2) od alla (h), 
facciano inversione se il maggioro 6 alla sinistra del minore. Stabiliamo poi una 
corrispondenza univoca tra i numeri della (2) e quelli della (3), ritenendo cor- 
rispondenti a (, ® ^- f, ; diciamo a il numero delle inversioni contenute nella 

(2) e formate da due numeri non corrispondenti a numeri ugvali della (3) ; 
analogamente sia /ì il numero delle inversioni contenute nella (il) e formate da 
due numeri non corrispondenti a numeri uguali della (2). 
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CoiiTerremo di assumere come segno del prodotto (i) quello dì (- !)*■*■? e 
cliiamoremo iperd eterminante delle a Ja somma algebrica di tutti i prodotti del 
lipo (i), presi ciascQDO col proprio segno. 

La convenzione fatta relativamente al segno del prodotto (1} ci permette 
di cambiare comunque l'ordine delle a ail esso appartenenti. Ed invero siano 
0,0 . due fattori consecutivi dì tal prodotto. Se noi li scambiamo di 

posto , otteniamo un prodotto (!') al qnale corrispondono due serie di numeri 
('2') e [3'), che si ottengono dalle {2) e (3) scambiando in ciascuna di esse i nu- 
meri corri spoud enti ad a . , a n • Ora possono darsi questi quattro casi : 

'!( ''( li+l "i+l 

Siano a' e j3' l numeri delle inversioni rispettivamente contenute in (2') e (3') e 
formate, in ciascuna di esse, da due numeri non corrispondenti a numeri ugnali 
dell'altra. Nel lo, 2» e 3« caso sì ha: a = a' , (3 = )'*'; nel 4» ai ha a' --a± 1 ; 
,-:' = ,^j-l e quindi od a' + ,i' = a + ^, oppure a' + j3' = a + /i + 2. In ogni caso 
vedesi die il segno del prodotto (l'j non differisce da quello del prodotto (1). 

Dalla definizione di iperdeterminanlc risulla subito che so ai numeri Oj^ si 
sosiiiuiscono altrettnnii numeri a.',j ad essi corrispondenti, ed al numeri ^^^ al- 
ircttanti ^'y tali che, scelte due qualunque delle a (o delle ^) , secondochò la 
1* è uguale, maggiore o minore della 2», tal sia pure delle a.' (o delle ^') ad 
esse corrispondeniì, ì sogni dei termini dell'iperdeterminante, e quindi anche il 
valore di esso, non cambiano. 

È sempre possibile dare un signitìcato concreto ai numeri a , ,i. m.ano in- 
foiti due assi ortogonali ^ ed {/ ; per l'asse x la direzione positiva sia dall'alto 
al basso e per l'asse y da sinistra a destra. Oonsidenamo a,-^ e fii^ come coor- 
dinalo di un punto del piano xy. Immaginando deposto In tal punto il numero 
"ìj, le a resteranno sparse nel piano secondo una legge dipendente dalle a. e 
r- Colleghiamo ora nel piano xy con nna spezzata le a appartenenti a ciascuna 
delle serie date. Avremo ni spezzato, rispettivamente corrispondenti alle m serie 
e potremo definire l'iperdcterminante delle a come la somma algebrica dei pro- 
dolii di delle a, scelte nel piano xy per modo che r^ di esso appartengano 
alla i"" spezzata, ciascun prodotlo essendo preso con un segno determinato nel 
modo noto. Tra le spezzate suddette alcune possono essere rette , ed allora si 
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diranno linee ; se poi nnn linea è parallela all'asse a; si dir& perticalo ; se pa- 
rallela all'asse y, si dirà orizzontale. Poìcbè i termini di un iperdoterminante 
sono rappresentabili mediante gruppi di numeri, opportunamente scelti fra al- 
cuni sparsi in un piano con legge determinala, Io diremo piano od a due di- 
mensioni ('). 




Fig. 1. 

Quando due o più delle coppie a^ ^^ sono identiche , vale a dire hanno 
uguali le a e le fi, allora l'iperdctermlnante piano ha dei pnnti multipli , cioè 
punti nei quali devono depositarsi due o più del numeri a. Noi supporremo : 
l" che due o più delle coppie o^ appartenenti ad una stessa serie non siano 
mai identiche, 2» che se due o più coppie afi, appartenenti a serie differenti, 
sono identiche, le a ad esse corrispondenti siano uguali in valore e segno. Con 
tali ipotesi noi ammettiamo la possibilità dì un solo caso di pnnti multipli, 
quello cioè di punti ove debbano depositarsi dei numeri a uguali ed apparte- 
nenti a serie differenti ed è a tale specie di punti multipli che noi intenderemo 
in seguito riferirci. 



(') Estendendo oltre le due dimensioni il concetto di iperdeterminante, troviamo 

subito gli ì perde terminanti a 3 dimensioni. 

Essi si hanno quando a ciascun Ofj si facciano corrispondere tre numeri a^f 

i^ij 7<j ^^ ^ '<"'° termini sono rappresentabili nello spazio ordinario. Oli iperdet«r- 

minanti ottenuti facendo corrispondere un boI numero a ciascuna a^j si potrebbero 

invece chiamare lineari o ad una dimensione- 
Quanto poi al segno dei termini di un iperdeterminante a tre dimeusioui , si 

possono fare differenti convenzioni. Ne cito, come es., nua, che è immediata gene- 
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punto multiplo secondo il numero p e siano 



le a Qgasli ohe devono essere deposte in esso. Noi potremo depositare in tal 



raltEiuìone di quella fatta relativamente agli iperdeterniinanti piani , e che per- 
mette di cambiare a piacimento l' ordine dei fattori di ciascun terniiae. Sia 



")),», hA 



un temiine di nn iperde terminante 
Consideriamo le tre serie 



v. 






(2) 
(3) 

(4) 



iDdicbiamo con Oa il numero delle inversioni fatte da due elementi della (2), 
non corrispondenti ad elementi uguali della (3), od analogo significato attribuiamo 
ai Bimboli c^ ] ^i t ('•( > Ti ) tf Possiamo allora convenire di assamere per segno 
del prodotto (1^ quello di (— ])*, essendo 

e = («p + P.) + («1 + Tr.) <■ (?7 + Tfp)- 

ETÌdeutemente ognuna delle tre somme delle quali consta e non cambia di parità, 
scambiando di posto dne fattori consecativi del termine (1), e quindi anche i cor- 
rispondenti numeri delle (2) (3) (4). Adunque, dopo tale scambio, anche e conserva 
la propria parità. La convenzione fatta permette quindi la permutabilità delle a 
appartenenti al prodotto (l). 

Anche riguardo al segno del termine (I), nel caso eh' esso appartenga ad un 
ip«rdeterm inante ad 1 dimeneione , ai piifisono fare diverse convenzioni. Quella di 
assumere il segno di (— I)', essendo a il numero delle inversioni contenute nella (3), 
la quale è l'unica serie di numeri corrispondenti al termine (1), non permetterebbe 
la permutabilità delle a ad esso appartenenti. 
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1 , coDBideraudola però come appartcBente 



a tutte le p spezzate cbe s'incontrano in essa, e facendolo sempre corrieponde- 
, qnalunqtte siano i termini dell' iperdeterminante nei quali comparo, la stessa 



coppia i/ì cbe corrisponde ad a 



. Per es. siano le serie 



«Il «H "iJ i «Il Ctt «M 

e si supponga a„ = a,, ; le serie delle o^ siano poi (1,0) (1,1) (1,2) ; (0,1) (1,1) (21), 
dimodoché il pnnto (1,1) è «loppio. Invece di deporre in esso a,, ed a^, , vi de- 
porremo solamente o,^ considerandola appartenente alle due spezzate che s'in- 




contrano in essa. Foniair.o ora i 
delle a; avremo: 



= 2 e diciamo I I' iperdeterminante 



-Fa,,, 



Per avvicinare la definizione data di iperdeterminante a quella dei comuni 
determinanti dobbiamo fare ulteriori rcsirizìoni. 

Converremo che se un iperdeterminante ha un punto £ — pio, ogni qual- 
volta il nnmero In osso deposto viene scelto, per formare i termini dell'lperde- 
tcrminanii, come appartenente ad una delle k spozznle che s'Incontrano in esso, 
debba di necessita essere scelto anche come appartenente allo rimanenti k - l, 
dimodoché, se sopra una di esse si dovevano scegliere ad .8. r^ elementi (nu- 
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meri), se ne devono ora acegliere soltanto r^— I. Per es. se nell'iperdetermi- 
nante calcolato testé, scegHendo a,t, come appartenento ad una delle due apez- 
zate che s'incontrano in esso , lo sì considera scelto anche come appartenente 
all'altra, sn ognuna dì esse ei potrà scegliere un sol numero, oltre a„. Dopo 
tal convenzione il suddetto Iperdetcrniinante perde adunque i termini 5", 6», 



Esaminiamo ora una conseguenza della convenzione fatta. 

Avendo supposto rf<.p, . ., r^<«, eravamo prima sicuri clie un iperde- 
terminante ; vrebbe contenuto almeno un termine, ma non possiamo esserlo ora. 
Sapponiamo ad es. che le serie di un iperdeterminante siano a„ a,^ , ai, a^j, 
"n '^M ) «Il '^n t "si °st t "il "m <=o"6 ipotesi : a,, = a„ = aj,-= A ; o,» = <i„ = 
Og, = B ; a„ = Oj, = Oj, = C ; a,, = a,, = a„ = D ; le serie delle o^ siano poi : 
(OO) tOl) , (01) (11) , (10) (U) , (00) (10) , (00) (11) , (01) (IO) , dimodoché la fi- 
gura rappresentativa dell'iperdeterminante è un quadralo di lato l, colle relative 




Fig. 3. 

diagonali. I suoi vertici, dei quali uno è l'origine, sono punti tripli, ed in essi 
devono essere deposti i numeri A , B , C , D. Supponiamo ora rf-r^^...=r^=l , 
dimodoché il grado di ogni serie delle a non supera il numero degli elementi 
(nnmeri) di essa. Se per formare un termine dell'iperdeterminante scegliamo il 
numero A, lo dobbiamo considerare scelto contemporaneamente sul lall (00) (01), 
(OO) (10) e sulla diagonale (00) Ul), dimodoché su di essi, e quindi anche sui 
rimanenti lati e sulla rimanente diagonale, non si può scegliere alcun altro nu- 
mero. È dunque impossibile formare anche un sol termine dcll'iperdetonninante. 
Le condizioni r,<m, . . . r„<s non sono adunque sempre sufficienti, dopo la 
convenziono fatia, affinchè l'iperdeterminante contenga nimcuo un termino. Tra- 
lascio di esporre un criterio generale, non difficile a trovarsi, per formare, date 
lo a, tutti i possibili sistemi di valori delle r, ... r„, tali che l'iperdeterminante 
delle a abbia almeno un termine, e per giudicare se un dato sistema di valori 
delle r b un sistema possibile o no. Un l<il criterio è assai semplice in un caso 
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Bpeciale di iperdetermìnanti piani, che ora esaminiamo, come qnelli che sono 
immediata generalizzazione dei comuni determinanti. 

Sia i'iperdeterminante piano individaato dalle m + n serie : 



colle ipotesi a„«| t = «a« (h = l ,. ..n ; ft = 1 , . . . m), e sapponiamo che per ogni 
Oy sia Oy = i , (9y =_;■ se i ^ M, e sia invece Of^ =j , fifj = t - m. se i > m H let- 
tore si è gl& accorto che diMiibaendo le a nel piano-xj/ , qaelle delle prime tn 
serie si dispongono sa m ortemtalt, e quelle delle rimanenti n serie si distri- 



bniscono su n Terticall, per modo che og^nl a,,- di tali serie è ugnate e viene a 
sovrapporsi alla a^,^^ delle serie precedenti, avente il posto (i — m)*" della j"" 
orizzontale. 

L'iperdetermtnante in qnestioue ha pertanto aim punti doppi e lo diremo 
rettangolare. Diremo invece matrice rettangolare l'insieme delle mn quantitA 
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a,, . . . a„„ distribuite bu m orizzontali ed n verticali. Ogni a,j- della matrice 
dev'essere adunque considerata come appaitenente alla i"" orizzontale ed alla 
j"" verticale ed iu ambo ì casi le corrisponde la coppia «y = t , (5^ = /, ossia 
la coppia dei suoi indici. 

Diciamo ora r, , , . . r„ i gradi dello prime m serie delle a ; v, . . w„ quelli 
delle n rimanenti. Se è verificata la condizione , evidentemente necessaria 
r, -h ... + r^ = u, r ... + «„= e Ir, , ... r„ ; «,,...«„< m) , l'iperdeterminante 
delle a ha sempre almeno un termine. Infatti diciamo »■« > '"n > ■ ■ . ^''o 'e 

r, r„ distribuite in ordine di grandezza. Nella orizzontale ft,"" scegliamo 

le prime r. delle a, nella 6^"" le primo r. e cosi vìa finché ci accorgiamo 

che in nna prima verticale , per es. la X" vi sono v^ delle a cosi scelte. In 
essa, non potremo evidentemente scegliere alcun' altra delle a: immaginia- 
mo pertanto di sopprimerla ed operiamo sulle rimanenti orizzontali e verti- 
cali colla stessa norma; andremo cosi via via sopprimendo le rimanenti verti- 
cali , su ognuna delle quali avremo scelto tante delle a quanto uè indica II 
grado delta serie corrispondente. II prodotto di tutte le a cosi scelte sarà per- 
tanto, a meno del segno, un termine dell' iperdeterm inante. 

L' Iperde terminante lu questione lo diremo D e lo rappresenteremo col sim- 
bolo : 



i n ed m si diranno rispettivamente indice orizzontale e verticale 
dell'iperdetermìnante ; le orizzontali e verticali della matrice delle a si diranno 
anche orizzontali e verticali dell'iperdetermìnante ; i numeri r, , . . . r„ ai diranno 
anche grado della l» , , . . t»'*" orizzontale ed i numeri v, , . . . v„ grado della 
1» , . . .n"" vei'ticale. Il grado di nna linea (orizzontale e verticale) indica per- 
tanto quanti elementi (numeri) di essa devono appartenere a ciascun termine 
dell'iperdetermìnante. Se adunque 



è UDO dei termini di D, sarà >;, ...i]^ nna successione di indici contenente 
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volte l'indice 1 , . . . r^ l'indice m e sarà 6, ...ft, ana successione di indici con- 
tenente Vf volte I' indice 1 ... v„ l'indice n. Bicordìamoci poi cbe il se^o di 
esso terinine è quello dì (— l)''*^ dove a è il numt^ro delle inversioni formato da 
dae qualunque delle >] non corrispondenti n due 6 uguali e /^ è il numero delle 
inversioni formate da due 4 qualunque, non corrispondenti a due >] uguali. 

È poi evidente che possiamo a piacimento rendere i e fi uguali allo zero; 
basta perciò disporre le a del termine dt 1) che sì considera , in modo che le 
H (se vuoisi a = 0) oppure le (se vuoisi (S=0) vadano crescendo dalla prima 
all'ultima. Non sarà però, in generale, a = e /j - contemporaneamente. 

Un iperdeterminante di grado 1 in tutte le orizzontali (verticali) si dirà emi- 
determinante orizzontale (verticale). 

I determinanti sono evidentemente iperdeterminanti di grado 1 in tutte le 
linee; In essi ì due indici, orizzontale e verticale, sono uguali. 

Un emideterminante verticale (orizzontale) si rappresenterà simbolicamente 
come «D iperdeierminanie, ommettendo per brevità la scrittura del grado 1 re- 
lativo a tutte le verticali (orizzontali). Cosi se 1 è l' emideterminante delle 
Oj, . . . (i^„ di grado r^,...r^ rispettivamente nella l',...™"" orizzontale, 
(r, -I- . . . -^ r„ - Ti) , si scriverà : 



§ IP — Metodo per formare tuUi i termini di un iperdeterminante rettangolare. 



almeno un metodo per formare senza ripeti- 
termini dì un iperdeterminante rettangolare qua- 



£ bene che il lettore t 
zlone ed ommìssione tutti ì 
lanque. 

In una mia Nota < Sopra un metodo per formare alcune combinazioni di 
elementi a piii indici, dette combinazioni a 2,S,.,, dimengioni > (') ne ho in- 
dicato uno che panni il inigliore fra i posaibìli -, ad essa perciò rimando il let- 
tore desideroso di accertarsi dell'esattezza di esso. Qua enuncio, senza provarlo, 



(*) Ho pubblicata questa Nota nel Periodico di Matematica, Tomo XY , fascì- 
colo Settembre-Ottobre 1899. 
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Qn metodo analogo, ma alqnanto pìii generale, e deireaattezza dì esso si con- 
TincerA eubito il lettore, dopo aver presa in esame la Kota citata. Tal metodo 
9Ì riferisce ad una matrice discoDtinua, cioè una matrice contenente nella j"' 
orìzzoDtale (j= l , . . . m), py numeri Oj g . . .a^ g , coll'ipotesi che ftra tntte le 

' " ' "/ 

e V6 ne sia almeno nna n^ale a ciascuno dei numeri 1 , . . . , n , e non si ve- 
rifiehi contemporaneamente che m delle o siano uguali ad I, m uguali a 2,... 
m ugnali ad n. 8ia tale matrice 



Se, ad esempio, foeee m = 6 ; n = 
Pt = 3 ed Inoltre o,, = I , o,, = 3 , e, 
c„ = 3 , Oj, = 4 , o„ = 5 ; (i(, ^ a , o„ 
Oh = 2 , o„ = 4, si avrebbe : 



= 2,0. 

= 1,0, 



, p, = 5 , p, = 2 , p, = 3 , 



(5) 



Volendo formare tutti i gruppi delle a, scelte nella matrice (4) per modo 
che ciascun gruppo ne contenga w, sulla t"" verticale ed r^ sulla ;"" orizzon- 
tale, basta procedere come segue. 

Diciamo V, la successione dei numeri u, . . . o„. Formiamo in tutti l modi 
poBsibili una successione V, , deducendola dalla V^ col diminuire in questa 
di un' anitft r, numeri diversi da zero scelti fra quelli che occupano ì posti 
°ii)'-'a,p (Bi suppongono tuli posti contati da sinistra a destra). 
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Da ciaBcnna V^ deduciamo una V^ ^ diminuendo in essa di un' unità r^ 

di quei numeri diversi da zero che occupano i posti a,, , . . . o,^ , e cosi via fino 

ad ottenere le V, — , , badando sempre, nel dedarre una V, ..., {»=!.,. wi) 

d8 una V, ■ . . r , di trascrivere al loro posto gli zeri della V, . . . ^ e di 

diminuire in questa di un'unità i-, numeri non nulli, scelti tra quelli che occu- 
pano i posti c„ , . . . 0, p . Se la V, ... , sulla quale si opera non contiene al- 
meno r, di tali numeri, non è possibile dedurre da essa alcuna V^ . . . , e si 
opera sulle rimanenti V,' . . . ^ . . Infine in ciascuna V, . . . ^ , dedotta da una 
V,. . .., , procuriamo di sottolineure quei numeri che provengono da numeri 
della V, . . ., mediante sottrazione di un' unità. 

Consideriamo le V, . . ,. che evidentemente sono formate da tutti zero 
(se r, + . . . + r„ — Vf + . . , + v„, come noi supponiamo, esiste sempre almeno una 
Vp . . . , ). Una di esse proviene da una determinata V, , , questa da 

una V, ..,, ecc. Scriviamo la V, .,., considerata e sopra di essa successiva- 
mente le V, . . . r ,...V, dalle quali proviene. Avremo un certo quadro Q 

di numeri , formato da m orizzontali od n verticali , e fra essi ve no saranno 
r, 4 . . , ' r,^ sottolineati. In corrispondenza di ognuno di tali numeri sottolineati 
scegliamo nella matrice (4) l'elemento appartenente a quella orizzontale e ver- 
ticale, alla quale appartiene in Q il numero stesso. Avremo allora an gruppo di 
elementi soddisfacenie alle condizioni ricliieste, ed operando analogamente per 
tutti i rimanenti quadri Q, corrispondenti alle rimanenti V^ ..., , avremo i 
rimanenti gruppi delle a. Si noti che invece di partire dalle r, ...t>„ ed otte- 
nere le V, ... , I si può partire dalle r^ . . . r^ ed ottenere lo R^ . . . , . Ad 
ognuna di esse corrisponde nella matrice (4) un gruppo delle a scelte nel modo 
richiesto. 

Se ora supponiamo jj, —p^ - . , , = p„ = a , la matrice (4) non è piil discon- 
tinua, ma è quella di un iperdctermlnante rettangolare; in questo caso il me- 
todo esposto sì può evidentemente applicare ancora, giacché basta supporre che 
ogni 8\icce8sione Cj, ,.. .Oj^ {j-=.l,...m) non sia altro che la snccessiona dei 

numeri l,2,...n. Potremo dunque, seguendo tal metodo, formare tutti i ter- 
mini dell'iperdeterminante ('). 



(*) Gli iperdetermÌDanti potrebbero evidentemente essere definiti relativamente 
alla matrice diacootiuua (4), che diventa contìnua se pj =pj = ... =y„ = n. Pen- 
sando però che un iper<ieterui inante a matrice discontinua non è che un iperdeter- 
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Per maggior chiarezztk ritengo opportnno illustrarlo con un esempio. Si con- 
KÌderi la matrice |5) e si supponga v, = 3 , w, = 2 , jj, = 2 , v^ = 2 , «j = 1 ; r, = 2, 
r, = 2, r, = 3, r^ = 1 , r^— I , r, = 1. I gruppi delle a, che dobbiamo formare, 
devono pertanto contenerne 3, 2,2, 2, 1 rispettivamente della !■,... 5» ver- 
ticale ,e2,2,3.1,l,l, rispettivamente della 1» , ... 6» orizzontale. Si ha 



; ^ 2 1 2 1 

V s ' 2 2 2 2 

3 2 12 



e à ottengono dìminnendo < 

'^r i posti C,, = 1 , C,j = 2, 



i un'unità r, = 2 dei numeri che occupano nella 
:,) = 5- Dalle ultime due delle V^ non si può ot- 
tenere alcuna V, , , perchè non contengono r, ^ 2 numeri diversi da zero, aventi 
i posti Oi,= 1 , Cj. = 5. Dalla _2 2 _1^ 2 1 si può invece dedurre una sola V, ,. 
Senz'altro lo schema delle V, , . ■ . V^ , . . . , è il seguente : 



minante a matrice continua ottenuta dalla prima mettendo degli zeri nei posti vuoti 
di essa, si vede che la teoria degli iperdetermiuanti a matrice discontinua e ridu- 
cibile a quella degli ìperdeterminanti a matrice continua ; perniò noi ci occupiamo 

soltanto di questa. 
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3'2' ( 2'1' 
2 2'1 21' /2'1'1''2"0 
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( •■ ! " 

2 l'I" ^ ■/ lo_o ro/o 

1 2'0' l'OO 1" 0) 

ro ofo 



( " i " 

IO r o/o 0^0 

l'0^1"0Ì 1" i 1' 

II' 000 0( 00000 



1' i non bì puft 
10 0/'^'"'"''^*'^ 

l'o r'^oi 1" l 1' 

I r 0^0 wo^o eoo 

2'1"2" l 1' ( 1' l 1' 

_i_io^i/o(i'ioo^o)o^i'ooo/oo^ooo 

l'I" 2" j 1' ( 2' j 1' 

200 l'o'a'oooo/i'oooo/ooooo 



non Bf pnò continuare 



V_ V, V, , V, , , V, ..., V- .... V. .... 

• I It 111 l4tSI« 

In ciascanft V, ...p (^=0,...6) abbiamo inanito di apici (cosa non ne- 
cessarla ina opportuna) quei numeri non nnlli che occupano i posti o,+i,,-.. 
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•■'V'iP ' ^™ ' quali devono sceglierseDe r.^, per formare una V, . ■•■ r 
Oltre a ciò sopra ciascuDa V^ ... , abbiamo scritti quei numeri della V, ... , 
dalla <jQ»le proviene i qnali sono stati scelti e diminuiti di na' unità. Per es. 
sopra 1&^ 2 J_ 2 1, la quale è una delle V^ , è scritto 3' 2', il che significa 
che essa proviene dalla V, diminuendo di nn'unità i numeri 3' 2'. Consideriamo 

on ana delle T, ... , per es. I' ultima 0. Scrìvendo successivamente al 

\ t — 

di sopra di essa le V, . . . , , . - • V^ dulie qnali è stata dedotta, si ha il quadro 



1 



1 



2 ■ J 1 2 

2 0^ 0^ J^ 

2 £ 

J_ 





e scegliendo nella matrice (5) le a che hanno la etessa posizione dei ! 
aattolineati del quadro , si ha uno dei gruppi delle a soddisfacenti alle condi- 
2Ì0DÌ richieste. I rimanenti gruppi si ottengono operando sulle rimanenti Y, . ., . 

Un'altra questione che riguarda i termini di nn Iperdeterminante rettangolare, 
È quella dì determinare il loro numero, noti che siano i numeri r„,..r„ , v„...v, ('). 
Soa conosco alcuna formola semplice atta a ciò, né credo cosa facile il trovarla. 
Per il caso r, = . . . = r„ = fc ; w, = . . . = r„ = ft si può consaltare una mia 
Nola < Su una formola di analisi combinatoria > (*). Nel caso di un semlde- 
lerminante verticale di grado r^ nella i"" orizzontale, detto N il numero dei suoi 
termini si ha evidentemente 



N = 



ni 



■, I r, ! . 



«• 



( continua ) 



(*) Evidentemente un tal numero non dipende dalle a, 

(*) Periodico di mat Tomo XUI. Anno 1698. Fascìcolo Marzo-Aprile. 



,y Google 



IL CONCETTO DI VALORE 



E L' INTBODnZIONE NBLL'ABITM ETICA 



DEI NUMERI NEGATIVI E FHAZIONARII 



ALFREDO CAPELLI 



INTRODUZIONE 

i. Questo mio nuovo scritto sui fondamenti dell' aritmetica è in certo qual 
modo una prosecuzione della Memoria da me recentemente pubblicata (') : tuHa 
generi combinatoria dell'aritmetica. Come quella ebbe per oggetto di mettere in 
luce 1' opportunità di stabilire i primi fondamenti dell'aritmetica, cosi nel campo 
puramente scientifico come anche nello stesso campo didattico, col metodo trac- 
ciato dallo studio della sua genesi naturale, la quale è di ìndole essenzialmente 
combinatoria, così è scopo di questo mostrare come l' indirizzo combinatorio non 
debba limitarsi ai soli numeri naturali ; perchè soltanto esso può risolvere in 
modo completamente plansibile la questione del metodo da seguirsi per introdurre 
neir aritmetica i numeri negativi e frazionarli. 

2. Due sono i metodi che a quest' oggetto sono slati seguiti fino ad oggi. 
L'uno, il piti naturale, è fondato sull'intuizione di grandezza omogenea, di pre- 
ferenza sull'intuizione del senso e della lunghezza dei segmenti rettilinei, la più 
semplice [t& le intuizioni di questo genere offerte dal mondo esteriore. Il con- 
cepire un segmento percorso in un certo senso, ovvero nel senso opposto, con- 
duce senz' altro al concetto di numero negativo , come il concepire I' esistenza 
di un segmento che è la n"''"' parte di un segmento dato, conduce al concetto 

del numero frazionario — . Questo metodo, se può soddisfare, sotto qualche 
(') In questo steiBo volarne del Giornale di UatemEitiche. pagu;. 81-102. 
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paolo di viBia, le esigenze didattiche, è però ben lungi dal soddisfare, di per 
sé solo, l'analista puro che si trova costretto ad ammettere dei postulati di ori- 
gine intuitiva dei quali intravede l'assoluta superflnitii nel campo della para arit- 
metic». E neanche può esso dirsi completaraeute soddisfacente dal punto di vista 
delle applicazioni ; giacché le varie forme d' intuizione cui può applicarsi il cal- 
colo aritmeiico, esser possono assai dissimili da quella, dì Ìndole del tutto par- 
ticolare, che 6 stata prescelta a madre , per non dire piuttosto a matrigna, dei 
nuovi numeri. 

3. L'altro metodo, di indole puramente razionale, ha un carattere tutto 
algoritmico , introduoendosi con esso i nuovi numeri come dei semplici sim- 
boli ì quali In tanto vengono chiamati sìmboli numerici, in quanto vengono ac- 
coratamente de6nìte le operazioni fondamentali che dovranno poi eseguirei su 
di essi e sui simboli dei numeri naturali ; dimostrandosi ohe esse godono di pro- 
prietà affatto simiti a quelle delle stesse operazioni eseguite fra numeri naturali, 
e che l'applicazione di tali proprietà non potrebbe mai condurre a risultati che 
riuscissero in contraddizione colla teoria preesìstente dei numeri naturali. Questo 
metodo, assolutamente rigoroso, non lascia certamente nulla a desiderare all'ana- 
lista puro pel quale la tecnica dei calcoli algebrici è fine a sé medesima ; ma 
tanto più grande è la lacuna che resta poi a colmarsi nel campo delle applica- 
zioni, quanto più da questo campo si è esso tenuto discosto. Metodo prediletto 
dall'analista puro cui esso si presenta come la via più breve per legittimare i 
più svariati procedimenti algoritmici, non è però certo raccomandabile per una 
prima istituzione e neanche soddisfa, di per sé solo, il matematico gìft provetto, 
<lQando la parola « matematico » intender si voglia nel suo più largo significato. 

4. 11 metodo fondalo sull'indirizzo combinatorio dell'aritmetica riunisce in- 
vece i vantaggi di entrambi ì due metodi ora menzionati, senza partecipare in 
alcun modo ai loro difetti. Il principio fondamentale cui esso è informato, che, 
cioè, i procedimenti algoritmici si svolgono sempre di pari passo coi procedimenti 
comblnatorìl, di cui sono in certo modo come l'ombra od il riflesso, ha per effetto 
di rendere affatto spontanea la loro interpretazione nel campo combinatorio ge- 
nerale e quindi poi anche nel campo di qualsiasi particolare intuizione. Giacché 
il campo combinatorio generale si ridurrà a quello di qualsiasi intuizione par- 
ticolare, appenacbè le leggi combinatorie ancora indeterminate si epccializzìno 
a seconda delle leggi proprie di quel determinato campo d'intuizione cui piacerà 
applicare il calcolo algebrico. È poi questo metodo d'altra parte puramente ra- 
zionale come il secondo dei due sopra citati , non appoggiandosi esso che su 
quegli stessi concetti combinatorii primitivi e semplicissimi che sono sostanziai- 
menie inseparabili da qualsiasi forma di trattazione. 

5. Non posso Analmente passare sotto silenzio che il metodo combinatorio 
di cui ci serviremo per introdurre i numeri negativi e fVazionarìi nell'aritmetica 
ordinaria, può essere facilmente generalizzato in modo da dare un metodo ana- 
logo che goda degli stessi vantaggi rispetto alle iper- aritmetiche. Le iperarltme- 

YOL. xuix. 61 
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tiche, come ad esempio 1 quaternioni, hanno infatti, come l'aritmetica ordinaria, 
una base essenzialmente combinatoria. La determinazione di nn'iperaritmetica 
si può ricondurre alla definizione di due leggi combinatorie fondamentali di cai 
mi sono gik occupato, abbastanza d intesa mente, sotto i nomi di legge delle equi- 
valenze o dei valori e dì legge di compoBizione, nella comunicazione da me fatta 
recentemente all'ultimo congresso dei matematici (<j. In quella comunicazione ho 
fatto rilevare come quelle due leggi non siano indipendenti, ma Btìano fra loro 
in un rapporto analogo a quello che intercede fra il concetto moderno di gruppo 
e quello di un suo invariante. 

11 prosente scritto non è, in certo qual modo, che lo sviluppo, per l'aritme- 
tica ordinaria , delle iinee generali da me già tracciate per le iperarìtmetiche. 
Ed infatti la nostra trattazione prende corpo e s' imperna appunto nella legge che 
definisce il valore degli aggregati e nella legge secondo la quale avviene la 
composizione degli elenienli rappresentati dalle unità negative e frazionarie. Ed 
io confido che In questo vorrà il lettore ravvisare un novello argomento a fa- 
vore dell'importanza scientiflca di questa trattazione; giacché la parte princlpa- 
tissima che hanno in essa le due leggi in parola, sono, per la n^giono testé ac- 
cennata, ari^omento sicuro a ritenere che l' indirizzo seguito In questo mìo scritto 
è quello che meglio di ogni altro riannoda \ primi fondamenti dell'aritmetica a 
quell'indirizzo combinatorio che lavori memorabili, a tutti ben noti, hanno 
dato in questi ultimi tempi alle parti più elevate dell' analisi algebrica e tra- 
scendente. 



§ 1." Geiteni combinatoria del concetto di valore. 

1. Siano A, B, C, . . , tutti gli oggetti, generalmente parlando in numero in- 
fluito, che possono essere presi in considerazione in un dato ordine ài idee, 11 
loro insieme si indicherft con Ù ; nel mentre che indicheremo con Qj , Ù^ ,... gli 
aggregati Uniti contenuti in U, cioè gli aggregati formati dalla riunione di un nu- 
mero finito di oggetti scclli a piacere fra gli oggetti A, B, C, . . . di U. 

SI dirà che due aggregati qualunque ilj ed Q^ hanno la stessa importanza, 
0, meglio, lo stesso eniore, o anche che sono equivalenti iVa loro nell'ordine di 
idee prestabilito, so sia lecito (finché si resta nel detto ordine di idee) di sosti- 
tuire l'uno all'altro, tutte le volte che occorra servirsi dell'uno di essi. 

Cosi, ad esempio, nell'ordine di idee monetario in cui U è l'insieme di tutti 
i pezzi monetati A, B, 0,... che si trovano in circolazione, ed Hj , Qj , . . . i di- 

(') Sotto il titolo: le iper-aritmeticht e V indiriao co milita (orto dell' orilmelira ordinaria 
(Parigi, Agosto lilOO). 
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versi grappi di monete che con essi si possono formare, l'aggregato formato da 
una doppia lira e da venti soldi (la cui numerosità è rappresentata da 21) ha 
io stesso valore dell'aggregato di tre pezzi da una lira (benché quest'ultimo ab- 
bia una numerosità difTerenie, cioè 3). 

2. La legge dei valori, cioè quella legge che stabilisce in modo perfetta- 
meuie determinato quali aggregati siano fra loro equivalenti e quali non lo siano, 
non è però accettabile se non soddisfa ad alcune proprietà fondamentali, delle 
quali la prima si è che due aggregati equivalenti ad un terzo siano equivalenti 
fra loro. 

Ciò non è però ancora sufficiente ad assicurare che la legge dei valori non 
»ia contraddittoria; ad assicurare, cioè, che tutte lo volte che, nelle operazioni 
consentite dall'ordine di idee prestabilito, si sostituisca, ad un aggregato, un ag- 
gregato equivalente, i risaltati siano ancora equivalenti. 

A questo riguardo noi ci dobbiamo limitare alle due operazioni combina- 
torie fondamentali di aggregazione e di composizione nelle quali abbiamo già 
visto dovei-si ricercare le prime origini dell'aritmetica dei nuraeii naturali. 

3. Affinchè una legge di valori sia legittima rispetto all' operazione di ag- 
gregazione, è necessario che, se un aggregato Q venga dichiarato equivalente 
ad un aggregato Ù', anche l'aggregato (Q , H) riunione di Q e di un altro ag- 
gregato qualunque 3, venga dichiarato equivalente all'aggregato (Q' , H) e reci- 
procamente. 

Se una legge di valori soddisfa a queste condizioni, noi diremo, per bre- 
vità, che essa gode della proprietà aggregativa. 

4. Si può inoltre pretendere che la legge dei valori sia legitcima anche ri- 
spetto ad una certa logge L di composizione degli elementi 'A, B, C,... Affinchè 
ciò sìa, è necessario che, essendo Q ed Q' due aggregati equivalenti ed H un 
aggregato qualsivoglia, il composto UH dei due aggregati Q ed U (cfr la me- 
moria: sulla genesi comòinatoria, ecc., § 4| sia un aggregato equivalente al com- 
posto Q'H, 

Se queste condizioni sono soddisfatte, diremo brevemente che la legge dei 
valori gode della proprietà compositiva rispetto alla legge di composizione L. 

È bene notare clie, in virtù della legge L, gli clementi A, B, C, ... di U 
bì devono considerare come costituenti un gruppo, attribuendo qui alla parola 
gruppo un significato analogo a quello della teoria delle sostituzioni; giacché, in 
virtù di tale legge, ogni composto AB di due elementi qualunque di U è ancora 
un elemento ben determinato di U , cioè si troverà essere uno degli stessi ele- 
menti A, B, C,... 

g 2." Legge razionale dei valori. 

1. Noi distingueremo gli elementi od unità di U (cioè quegli oggetti che servir 
devono a formare gli aggregali da sotinporsi poi ad una oppoituna legge di va- 
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Òri) in anit& positive (o di senso o segno positivo) ed unità negative (o di senso 
o segno negativo) e, cosi quelle come queste, in nuità di prima specie, di se- 
conda specie, di terza specie, ecc., convenendo che le unità A„ , B„, C^ , . . . 
di una stessa specie (n*"'") positiva verranno dichiarate equivalenti e simil- 
mente verranno dichiarate equivalenti quelle A'„ , B'^ , C'„,... di una stessa 
specie negativa; e convenendo inoltre fin d'ora: 

1") che l'aggregato di » unità positive di n'""" specie verrà dichiarato 
equivalente ad una (e quindi ad ogni) unità positiva di prima specie. 

i") che 1' aggregato di n unità negative di n"*""" specie verrà dichiarato 
equivalente ad ogni unità negativa di prima specie. 

3») che l'aggregato A„ , A'„ , formato dalla riunione dì una qualsiasi anità 
positiva di ji*"™' specie e di una qualsiasi negativa della stessa spec'e , verrà 
dichiarato equivalente o.\\'aggregato nullo, cioè all'aggregato fittizio che non con- 
tiene alcun oggetto. 

Le unità di prima specie (positive o negative) le chiameremo anche unità 
fondamentali, le altre, tinltà aliquote. 

Innanzi dì procedere alla determinazione completa della legge dei valori, è 
necessario premettere alcune definizioni. 

2. Due aggregati qualislvogliauo formati con oggetti dì U, cioè colle unità 
positive o negative considerate, si diranno simili se, di ogni specie (positiva o 
negativa) di unità ne contengono lo stesso numero. Cosi, ad esemplo, secondo 
i testé adottate, saranno slmili l'aggregato : 



A, , B, , B, , Cj , D^ , Bg , Cg , A'g , C, 
e 1' aggregato : 

B, , C, , C, , D, , Cj , Ej , B', , C, , D,. 

3. Un aggregato il' si dirà multiplo di nn aggregato ù, secondo 11 numero 
n, se esso è la riunione di n aggregati tutti slmili ad Q. Cosi, ad esemplo, 1' ag- 
gregato : 

A, , A', , B, , Cg , Ds , B, , B', , D, , E, , Aj , C» , C, , A, , G, , B^ 
= (A, , A'j , Bg , C, , Dj) . (Bi - B', , D, , E, , A^) , (C, , C'i , A, , G, , Bj) 
è multiplo, secondo il numero 3, dell'aggregato: 
A, , A', , Bj , C, , T)y 
Se Q ed H sono due aggregati qualunque, ed Ù' , H' siano rispettivamente 
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mnltìpli di ed H yecondo lo stesso tinmero n, si dirà che Q' ed H' sono f- 
quimuìtipli di H ed H rispettivamente. 

4. Ciò premesso, la determinazione completa dell'equivalenza o non-eqaiva- 
lenza dì dae aggregati comunque formati con le unità delle diverse specie, po- 
sitive e negative, sopra considerate si darà come eegae. 

Ihte aggregati sono equivalenti ae esistono due aggregati equfmultipli di 
essi, i quali si potsano dedurre V uno dall' altro mediante un numero finito di 
operazioni dei seguenti due tipi : 

a) sostituzione di un'unità fondamentale {positiva o negativa) con D unità 
{rispettivamente positive o negative) di specie n""""; oppure l'operazione inversa; 

b) soppressione dì un' unità positiva di specie n e di «w' unità negativa 
della stessa specie; oppure l'operazione inversa, cioè aggiunzione all'aggregato di 
un' A^ e di un' A'„. 

A schiarimento di questa definizione aggiungiamo alcuni esempi, mantenendo 
le convenzioni già addottate per la designazione delle diverse specie di unità 
positive o negative. 

b. Esempio I.» — L' aggregato A, , B^ , A, , B, è equivalente all' aggregato : 

A, , Bg , Cj , Dj , E, , G, , Ae , Bg , C« , D( , Ea , Gj , 

giacché il secondo si deduce direttamente dal primo sostituendo A, con A, , 
B) , C, , poi Bj con B, , Eg , G, , poi A, , B, con C^ e questo a sua volta con 
Ag , B, , Cg , Dg , Eg , G,. 

6. EsEUPio 3.0 — L' aggregato formato dall' unico oggetto A, è equivalente 
^'1' Aggregato formato dai tre oggetti A^ , Bg , Cg. Infatti gli aggregati A, , Bj 
ed Af , Bg , Cg , Dg , &0 , Gg che sono equimultipli dei due precedenti (secondo il 
numero 2) si deducono l'uno dall'altro ponendo nel primo di essi A, in luogo 
dì A, , 6( e poi n')l risultato Ag , B^ , Cg , Dg , K^ , G» in luogo di A,. 

7. EsEUPio 3.0 — L'aggregato Aj , Aj , B, è equivalente all'aggregato A, , A,. 
Infatti, prendendo di questi due aggregati gli equimultipli secondo il numera 6, 
si ottengono rispettivamente i due aggiogati : 

(A, , B,) , (C, , D») , (E, , Gg) , (A, , Bj , Cj) , (Dg , E, , Gj) , 

(I, , L, , Mg) . (Nj , P, , Qg) 
ed 

A, , B, , C, , D, , E, , Gì , (Ag , Bg , Cg , Dg , Gg , Eg) . 

ohe manifestamente si deducono l'uno dall'altro con operazioni del tipo a). 



yGoogle 



8. Ebbhpio 4.*» — I due aggregati Ag , A', ed A'j , B'g sodo equivalenti. In- 
fatti, i loro eqaimaltipli, secocdo Jl nnmero K, bì possono scrivere : 

(Ag , Bg , 0. , D« , Es , Qe) . (A'» , B'^ì , (C, , E',) , (D'. , Q\) 
ed 

(A'b , B'g , C'g , D', , E's , G'e) , (L'a , M'g , N'g , P'^ , Q's , R'g) 

anche, con operazioni del tipo a) : 

A, , A', , B', , C, 
ed 

E', , G', 

e dal primo di questi due ultimi Aggregati si passa al secondo con un'opera- 
zione del tipo 6), cioè sopprimendo nel primo i due oggetti A, ed A',. 

9. Diremo per brevità che due aggregati sono direttamente equivalenti, quando 
sì può passare direttamente dall'uno di essi all'altro mediante operazioni dei tipi 
a) e 6). 

È senz'altro manifesto che: $e due aggregati anno direttamente equivalenti, 
Mono anche direttamxnte equitMlenti i loro equimultipli secondo un numero qual- 
wivogHa. 

È poi ancbe evidente che : ee due aggregati sono direttamente equivalenti ad 
un terzo, etti sono anche direttamente equivalenti fra loro. 

10. Due aggregati equivalenti ad un terzo sono equivalenti fra loro. 
Siano infatti H e K due aggregati equivalenti ad uno stesso aggregato Q- 

In virtù di quest'ipotesi, esisteranno due numeri naturali ;t, v tali che ogni mul- 
tiplo di B secondo )l sia direttamente equivalente ad ogni multiplo di Q se- 
condo [JL ed ogni multiplo di E secondo v sia direttamente equivalente ad ogni 
multiplo di Ò secondo v. Ma, se un aggregato W multiplo di H secondo |j. è di- 
rettamente equivalente ad un aggregato Q' multiplo di Q secondo (t, ogni mul- 
tiplo di H' secondo v sar& direttamente eqaivalente ad ogni multiplo di u' secon- 
do v, cioè ogni multiplo di H secondo (iv sar& direttamente equivalente ad ogni 
multiplo di secondo {iv. Slmilmente si vede che ogni multiplo di K secondo 
V|i sarà direttamente equivalente ad ogni multiplo di secondo v}t. Esisteranno 
dunque un multiplo di H secondo [tv ed un multiplo di E secondo )iv diretta- 
mente equivalenti ad uno stesso multiplo- di Q e quindi {air. art. 9) diretta- 
mente eqiflvalent! fra loro ; e. d. d. 

LI. La legge di valori da noi definita in questo g, oltreché godere della 
proprietà fondamentale testé dimostrata, gode anche, come vedremo nei pros- 
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simi §§, della prò prie tti aggregativa (g 1, art. 3), e della proprietà compositiva 
l§ 1, art. 4) rispetto ad udb, legge di composizione opportunaraente scelta. Noi de- 
signeremo brevemente questa legge dei valori col nome di legge razionale, per 
distinguerla da ogni altra legge che potesse per avventura escogiiarel e pei'chè 
essa ci condurrà, in modo del tutto naturale, come vedremo, alla teoria dei nn- 
meri cosi detti razionali, oggetto del presente scritto. 

§ 3.0 — Il concetto di valore considerato come un' estensione 
del concetto di numero. 

1. Sia U l'insieme di tutti quegli oggetti, che nel precedente § abbiamo de- 
Domiuato unità positive o negative, fondamentali od aliquote, delle diverse spe- 
cie. Noi chiameremo valore di un aggregato qualunque e di tutti i suoi equiva- 
lenti comunque formati cogli oggetti di U, ogni simbolo che serva a riconoscerli 
come tali, cioè a distinguerli da tutti gli altri aggregati ad essi non equivalenti. 

2. Noi dimostreremo fra poco che due aggregati di unità fondamentali po- 
iitive, allora e soltanto allora sono equivalenti, quando essi si compongono dello 
ttegso numero di oggetti. 

Ammesso ciò, è chiaro che ogni simbolo che già sia stato adottato per rap- 
presentare la numerosità di nn aggregato di unità fondamentali positive, potrà 
«nche essere simultaneamente adottato per rappresentarne il valore. Per gli ag- 
gregati non equivalenti ad aggregati di sole unità positive di prima specie, do- 
vremo invece adottare, per rappresentarne il valore, altri simboli. 

Nulla però ci impedirà di dare, anche a questi nuovi simboli, il nome dì nu- 
meri; ben inteso che essi dovranno considerarsi come numeri differenti dai nn- 
meri naturali fin qui considerati. Ogni aggregato darà quindi origine, general- 
mente parlando, a due numeri, cioè ad un numero naturale rappresentante la 
numerosità dell'aggregato e ad un numero della nuova specie rappresentante il 
8D0 valore. Soltanto per gli aggregati di unità fondameniatì positive vi sarà coin- 
cidenza fra i due numeri. Eesi saranno rappresentati, tanto nella numerosità come 
nel vaiola, da numeri naturali. 

I numeri naturali ed 1 nuovi numeri cosi introdotti si chiameranno comples- 
sivamente numeri razionali (o commensurabili). I numeri razionali sì distingue- 
ranno dunque in numeri rasionali naturali (atti a rappresentare simultaneamente 
delle numerosità e del valori) ed in numeri razionali non naturali (ai quali spet- 
terà soltanto l'ufficio di rappresentare dei valori). 

Passiamo ora a dimostrare il teorema che abbiamo testé presupposto. 

3. Siano Q ed Q' i due aggregati di unità fondamentali positive, dei quali 
Bi presuppone l'equivalenza. Noi ammetteremo dapprima che essi siano anche di- 
rettamente equivalenti. Ciò posto, designamo con jj., , t^j , ■ ■ > , li'r i numeri natu- 
rali, distinti fVa loro, che rappresentano le specie delle unità a cui si riferiscono 
le varie operazioni, dei tipi defluiti nei § prec, mediante le quali sì passa 4al- 
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l'aggregato ù all'aggregato ù'. Se ;>, è superiore ad 1, è facile vedere che due 
aggregati Q e Q' cquimultipli (§ 2o art. 3) rìap. di li ed Q' secondo il numero ;*, 
non solo saranno ancora fra loro direttamente equivalenti (cfr. l'art. 9 del § 2.»); 
ma si potr& inoltre passare dall' uno all' altro con operazioni cbe si riferiscono 
soltanto ad unità delle specie 1 , K] , fg , ■ • ■ [J^r* Infatti, in luogo di ogni unità 
A (od A' ^ si avrà dappeitutto (cioè «negli equimultipli, secondo |jL|, di tutti gli 

aggregati che ei deducono succeasivamentc da Ù per passare ad Q') un aggre' 
gato di |ii unità : 

\.\.---. (ovvero a;,, b;^....) 

che potrà surrogarsi con un'unità di prima specie. Per identica ragione , se in 
luogo di Q, Q' si prendano ora due equimuUipli di essi secondo il numero \Xf, 
cioè due cquimultipli dì Q , Q' secondo it,^t, essi saranno dìretiamenle equiva- 
lenti, e si potrà passare dall'uno all'altro con operazioni che riguardano soltanto 
unità delle specie i fV^s , W , ■ ■ • , \>-r- Cosi procedendo si concluderà che due ag- 
gregati 8, 6' cquimultipli di Q , Ò' secondo il nunicro jx, essendo: 

sono pure fra loro direttamente equivalenti, e si può passare dall' uno all' altro 
eon operazioni reluiive h sole unità fondamentali. 

Delle due operazioni relative ad unità fondftmentali, indichiamo ora con T 
quelle che consistono nell'aggtungere simultaneamente un'unità fondamentale po- 
sitiva ed una negativa e con T' quelle del tipo inverso. 

Se & e 0' sono risp. ì numeri di unità fondamentali (che sono tutte positive 
secondo l'ipotesi latta) contenute in 6,Q'et,t' indichino risp. il numero di 
operazioni dei tipo T e del tipo T' eseguite nel passare da tt a ©', è chiaro che, 
dopo eseguite tutte le operazioni, l'aggregato H avrà acquistato t—t' unità po- 
sitive e t — t' unità negative; cosicché, dovendo esso, dopo tuli acquisti, coincì- 
dere con 0', sussisteranno le relazioni : 

8 + ( - f'= 0' , ( - (=0 
dalle quali segue: =- 0'. 

I due aggregati U e B', e quindi anche i loro sottomultipli Q e Q', debbono 
dunque contenere lo stesso numero di unità; come si doveva dimostrare. 

4. Supponiamo ora, in secondo luogo, che Q ed 0' non siano direttamente 
equivalenti. Esisteranno, per la definizione stessa di equivalenza § 2, art, 4) due 
aggregati Q e Q' cquimultipli di ed Q' i quali siano fì-a loro direttamente e- 
quivalenti. Poiché ora Q e Q' si compongono di sole unità fondamentali positive, 
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come fl ed ù', il numero di tali unità sarà lo stesso, per quanto bì è dimoBtrato 
Del precedente artìcolo, cosi in Q come in Q'. Anche 1 loro sottomuldpti Q, Q' 
conterranno danqae lo stesso numero di elementi; o. d. d. 

§ 4.° — Proprietà aggregativa della legge razionale, dei valori 
Somma di due numeri razionali. 

1. 8e l'aggregato I equivalente, secondo la legge razionale dei valori, al- 
l'aggregato Q', e l'aggregato H all'aggregato B.' , anche l'aggregato \,Ìt , U), riu- 
nione di ù e di B, è equivalente all'aggregato {H', B.'). 

Per snppoBto, esistono due nnmeri naturali [i, v tali che gli equimnltipli di 
Q ed 0' secondo [i sono fra loro direttamente equivalenti, e cosi pure sono fVa 
loro direttamente equivalenti gli eqnimnltipti secondo v di E ed H'. Ma dall'es- 
sere gli equimnltipli di Q ed Q', secondo pi, fra loro direttamente equivalenti, 
segue (cfr. § 2 art. 9) che i loro equimnltipli secondo v, cioè due eqnimultjpli 
di ù ed ù' secondo [lv, che indicheremo con {Q) ed (0'), sono del pari fra loro 
direttamente equivalenti. Si vede similmente che, se (H) ed (H') sono due equi- 
multipli di H ed H' secondo v;*, essi sono pure fra loro direttamente equivalenti. 

Poiché ora (0) è direttamente equivalente ad (tì') ed (H) ad (W), è senz'altro 
manifesto che l'aggregato ((il) , (H)) è direttamente equivalente ad {(11'), (H'))- 
Ha gli aggregati ((a),(H)) ed {(Q'),(H')) sono equìmultipli risp., secondo [j.v, 
degli aggregati (Q , H) ed (0',E'). Questi ultimi hanno dunque due loro equi- 
nmltipli che sono direttamente equivalenti ; epperò essi sono fra loro equivalenti; 
e. d. d. 

2. Dopo quanto si è ora dimostrato ci è lecito di porre senz'altro la defini- 
zione di somma di due numeri razionali a e ^ come segue : aomma di a e ^ è 
^lel numero razionale (che si rappresenterà con a -I- ^) che rappresenta il valore 
deW aggregato (à , B), essendo A uno qualunque degli aggregati di valore a e B 
uno qualunque di quelli di valore p. 

Infatti, comunque si varii la scelta di A e B, gli aggregati (A , B) saranno fra 
loro tutti equivalenti, e saranno quindi rappresentati dallo stesso numero razionale. 

Oltre a ci&, se a e ^ sono numeri naturali , il numero a -H 1^ ottenuto me- 
diante questa definizione è quello stesso numero naturale che viene fornito dalla 
definizione, da noi già data (cfr. Genesi Comò, ecc.) di somma di due numeri na- 
turali. In qnesto caso si potrà infatti scegliere per A un aggregato di a unità 
fondamentali positive, e similmente per B. 

3. La somma di tre nnmeri razionali a, ^, f sì definirà ora come la somma 
di a -(- g e di :f. La somma di a, ^, Yi S come la somma di « -t- ? -t- y e di 5, e 
COBI via. 

Il lettore riconoscerà subito che la somma, cosi definita, di un numero qua- 
TOL. xzxiz- 32 
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lanqne di nameri razionali gode della proprìetit commatativa ed associativa. 
A tale oggetto gli basterà dì osservare che queste proprietà altro dod sono cbe 
il riflesso delle covrìspondenti proprietà della rianione degli aggregati dì cni 
quei numeri rappresentano il valore, precisamente come per la somma dei nu- 
meri naturati (cfr. Genesi Comb. ecc.j. 

4. Prima di chiudere questo g, osserviamo ancora che dalia proprietà agfrre- 
gativa dimostrata all'art. 1, discende come corollario il teorema seguente, che 
ci sarà utile più in là: se due aggregati sono fra loro equivaUnti, anche i loro 
equimultipli, secondo un numero qualunque, sono equivalenti, e reciprocamente. 

Infatti, se A , B , C , . . , sono aggregati simili fra loro, e cosi ptire Aj, B,, 
C, , . . . , dall'essere A equivalente ad A, , segue, per l' art. 1, che la rianione 
(a , B) è equivalente alla riunione (A, , B,), e quindi poi anche che la riunione 
(a , B , C) 6 equivalente alla riunione (a"i , B, , CJ, e cosi di seguito. 

g 5." — induzione degli aggregati. Sistema di simboli attì a raffigurare 
tutti i numeri razionali, 

1. Noi diremo che un aggregato di elementi è omogeneo, se contiene soltanto 
unità della stessa specie (latte positive o tutte negative). È facile riconoscere 
che ogni aggregato ha sempre, fra i suoi equivalenti, «» aggregato omogeneo. 

A tale oggetto basterà infatti dimostrare che un'unità positiva (o negativa) 
di specie n equivale all'aggregato di m unità positive (o negative) di specie mn. 

Invero, se dell' aggregato : 

A.»,B.,,C. 

di m unità di specie mn e dell'aggregato costituito dall'unica unità di specie n: 



sì prendono gli equimultipli secondo mn, si ottengono, in entrambi ì casi, m 
unità di prima specie: poiché, in luogo dì mn unità simili ad A„„ , si può porre 
un'unità di prima specie e le mn unità simili ad A„ aggruppate n ad n danno 
luogo ad m gruppi, ciascano dei quali sì potrà del pari sostituire con un'unità 
di prima specie. 

2. È cosa facile, dopo le cose fin qui stabilite, di dimostrare che : un aggre- 
gato di unità tutte positive non può essere equivalente all'aggregato nullo-y d'onde 
si dedurrà poi che: un aggregato di uniti tutte positive non può essere equiva- 
lente ad un aggregato di unità tutte negative. 

In base a ciò è lecito di distinguere tutti 1 numeri razionali in positivi e n«- 
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gativi. Chiameremo positivi quei nnineri razionali clie rappresentano almeno tin 
aggregato composto di unità tutte positive, negativi quelli cbe hanno, ir& gli ag- 
gregati da essi rappresentali, almeno un aggregato formato di sole unità negative. 

3. I numeri razionali si distinguono poi anche in interi e frazionarii. Un 
numero razionale si dirà intero, se, fra gli aggregati equivalenti da esso rappre- 
sentati, ve ne sia qualcuno formato di sole unità fondamentali. In caBO contrario 
esso si dirà frazionario. 

Per riconoscere se un numero razionale a sia intero e positivo, basterà co- 
Btruire uno degli aggregati omogenei da esso rappresentati, il qnale consterà di 
m unità (tutte positive o tutte negative) di specie n. 8i può, infatti, facilmente 
stabilire che il numero in questione sarà intero frazionario, secondochè m sia 
non lia multiplo di n. 

Si stabilirà ancbe molto facilmente che affinchè un aggregato di m unità 
positive (o negative) di specie n eia equivalente ad un aggregato di m' unità po- 
sitive (o negative) di specie n', è necessario e sufficiente che sia mn' = m'n. 

4. Se in un aggregato ù si ponga, in luogo di ogni unità, un' unità della 
stessa specie ma di seguo contrario, si verrà a formare un nuovo aggregato ù' 
che si dirà il contrario ài Ù. 

Si vede subito che un aggregato contrario ad un contrario di Q è simile 
ad Q \ come pare che : se un aggregato Q è equivalente all'aggregato H, I anche 
il contrario di ù equivalente al contrario di H. 

5. Segue di qui che gli aggregati rispettivamente contrarii agli aggregati, 
tatti fra loro equivalenti, rappresentati da uno stesso numero razionale a, sono 
anch'essi rappresentati da ano stesso numero razionale, cbe si dirà essere il nu- 
mero razionale contrario ad a. 

Il numero razionale contrario ad a. si designa col simbolo - a. Si conviene 
inoltre che il nomerò razionale rappresentato da un simbolo a sia anche rappre- 
sentato dal simbolo +a\ cosicché si hanno le uguaglianze: 



+ (-t- a) = a , -K- o) = - a , - (■(- a) --^ - a , - (- a) = a. 

6. Il numero contrario di un numero positivo è manifestamente (art. 2) un 
numero negativo. 

Volendo dunque costruire un sistema dì simboli atti a rappresentare tutti i 
numeri razionali, basterà occnparsi dei soli numeri positivi ; perchè gli stessi 
simboli che si addotteranno per rappresentare i numeri positivi, rappresenteranno 
ancbe tutti i numeri negativi, appenacbè venga ad essi preposto il segno — , 

7. Ciò posto, bastando, per individuare un numero razionale positivo a, di 
far conoscere uno degli aggregati omogenei da esso rappresentato, è chiaro che 
« sarà completamente determinato dai due numeri naturali nted n che indicano 
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tisp. il Damerò e la specio delle anità componenti l'aggregato omogeneo da esso 
rappresentato. 



Si rappresenterà pertanto il numero a col simbolo — e si scriverà quindi : 



Da quanto si è gi& rilevato all'art. 3 segue poi evidentemente ohe : afflnchi 
il numero — sia uguale al numero —, è necessario e sufficiente che sia mn' = m'n. 



§ 6." — Proprietà compositiva della legge razionale dei valori. 
Prodotto di due numeri razionali. 

1. Se P e Q SODO dne oggetti od anit& qaalìsivogliano appartenenti al no- 
stro insieme U, cui abbiamo riferita la legge razionale dei valori, col simbolo 
composto PQ inteaderemo rappresentata un'unità di U la cui specie sia il pro- 
dotto delle specie di P e di Q e it cui segno sia il composto dei segni di P e 
Q, secondo la legge di composizioiie dei segni già incontrata al § 5 (art. 5) 
espressa dalle acrittare : 

+(+)=+ ,+(-)=-.-(+)=- ,-(-)=+■ 

L'unità rappresentata da PQ si dirà essere il composto dell'unità P e del- 
l'unità Q. 

2. È chiaro che ì sìmboli composti PQ e QP rappresenteranno unità ^a loro 
equivalenti, cioè della stessa specie e dello stesso segno ; poiché, se m, m' siano 
rispettivamente le specie di P e Q ed £, e' i loro segni, ai ha : 

mm' = m'm , e(£') = s'{e). 

3. Ciò premesso, passiamo ad occuparci del composto OH di dne aggregati 
Q ed H dì oggetti, od unità che voglia dirsi, appartenenti all'insieme U. Esso 
si dcBniBce (cfr. Genesi Comb.) come l'aggregato dì tutte le unità che si otten- 
gono componendo, secondo la legge di composizione delle unità testé enunciata 
ogni unità di Q con ogni unità di K. 

Da questa definizione emerge senz' altro, in virtb dell' art. prec, che se ù 
ed H sono due aggregati qualisi vogliano, il composto Ùtì. è equivalente al com- 
posto HÙ. 
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4. Stabilita cosi la legge di compoBÌzione delle iiait& e degli aggregati, dob- 
biamo ora dimostrare che la legge razionale dei valori gode, rispetto a qaeBta 
legge di compoaizioDo (cfr. § I, art. 4) della proprietà compositiva, cioè che; «e Q 
ed H tono due aggregati gualisioogliano ed Q', H' due aggregati risp. equivalenti ad 
Q ed H, anche il composto Ù'W è equivalente al composto QH. 

Per dimostrare ciò, basterà dimostrare il segaente enunciato più semplice: 
*e Q ed Ù' sono due aggregati equivalenti ed A è un oggetto qualunqtie, il com- 
posto QÀ è equivalente al composto Q'A. 

Sapponiamo infatti, per un momento, ctie ciò sìa già stato dimostrato; e sìa 
ora H an aggregato qualunque i cui elementi siano A, , A, , . . . , A„. Sarà QA, 
equivalente ad Q'A, , fiA, equivalente ad Ù'A, , e cosi via. Quindi (§ 4 art. 1) 
sarà anctie j^gregato (QÀ, , QAg , . ■ ■ , flA„) , riunione degli aggregati QA, , 
QA, , . . . , ÙX„ , equivalente all'aggregato (O'A, , O'A, , . . . , 0'A„), cioè il com- 
posto OH equivalente ai composto OH. 

Se ora H' è un aggregato equivalente ad H, sarà similmente il composto 
HQ' equivalente al compoato H'Q', ovvero, che è la stessa cosa, (art. 3), il com- 
posto Q'H equivalente ad Q'H'. Essendo dunque QH equivalente ad Q'H ed Ù'H 
equivalente ad Q'H', resterà dimostrato (§ 2, art. 10) che QH è equivalente 
«d Q'H'. 

5. Cominciamo dal supporre che l'aggregato Q' differisca dall'aggregato Q 
soltanto per questo che in luogo di certe ji unità dì specie |ii contenute tre. gli 
elementi di Q siasi posto an'nnica unità di prima specie. Sia cioè : 

0=C'^,C"^,...,C%,H, Q'- C, ,H, 

dove C'„ , C' .... sono i (i oggetti di [»•"'*' specie e C, è un oggetto di prima 
specie. Poiché : 

QA = C'^A , C"^A , . . . , ClW^A , HA ; fl'A = C,A , HA , 

basterà (cfr. g 4, art, 1), per dimostrare l'equivalenza d) QA ed Q'A, di dimo- 
strare l'equivalenza dei due aggregati : 

C'^A , C"^A , . . . , CCJ^A e C,A , 

cioè, se indicbiamo con v la specie dell'unico oggetto À, che l'aggregato di )i 
unità di egtial segno e dì specie |jiv è equivalente ad un'unità, dello stesso segno, 
di specie v. Ed infatti, ciò riesce evidente se, in luogo dei due aggreg.itì, sì 
considerano i loro equìmultipli secondo il nomerò v. 
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Sapponiamo, In secondo luogo, che l'aggregato Q' differisca da ù per ci& 
che due elementi G^,0'^, l'uno positivo e l'altro negativo, di specie ji, conte- 
nuti in Ù siano stati soppressi simaltaneamente. Per dimostrare l'equivalenza di 
HA e di Q'A basterà dimostrare che l'aggregato di due elementi; 

equivale all'aggregato nullo. Ora ciò é senz'altro chiaro, poiché, se v è la specie 
dell' elemento A, i due elementi In parola sono due unità della stessa specie e 
di segno contrario. 

Possiamo dunque concludere che se i due aggregati Q, ù' sono fra loro di- 
rettamente equivalenti, il composto QA è equivalente al composto Q'A. Infatti 
il passaggio da Q ad Ù' si potrà effettuare mediante successivi caifibiameati ap- 
partenenti all'uno od all'altro dei due tipi or ora considerati. 

6. Veniamo ora a dimostrare quanto si era detto all'art. 4 ; cioè che, essendo 
od Q' due aggregati comunque equivalenti ed A un unico oggetto, di specie 
V, il composto HA è equivalente ad Q'A. Per supposto esiste un numero natu- 
rale n tale che gli equimultipli Q, , Q'„ di lì ed Q' secondo n siano direttamente 
equivalenti ; cosicché saranno equivalenti, per l'art, prec, 1 due compost! fl„A 
ed ii'„A. Ma questi due composti non sono che gli equimultipli, secondo n, dei 
due composti QA ed Q'A. Questi ultimi sono dunque (§ 4, art. 4) Ara loro equi- 
valenti ; e. d. d. 

7. Il teorema ora stabilito ci permette di dare del prodotto di due numeri 
razionali qualisivogliano la seguente definizione : per prodotto di due numeri ra- 
zionali h, k s'intenderà quel numero razionale che rappresenta il valore del com- 
posto HE , essendo H uno qualunque degli aggregati di valore h « E uno qua- 
lunque degli aggregati di valore k. 

Il prodotto, cosi definito, di A e J: ei rappresenterà col sìmbolo hk. 

È appena necessario dì osservare che, nel caso di k, k interi positivi, questa 
definizione ricade in quella già data (cfr. Genesi Comb.) per 11 prodotto di due 
numeri naturali ; poichà in questo caso si potranno scegliere per H e E due ag- 
gregati costituiti risp. da, h Q k unità fondamentali. 

9. Poiché il composto HE é equivalente (art. 3) al composto EH, é chiaro 
che il prodotto, testé definito, di due numeri razionali h, k b Indipendente dal- 
l' ordine dei fattori; cioè che hk = kh. 

Potremmo altresì dimostrare come, In base alla definizione in parola, il pro- 
dotto BQccessivo di piti numeri razionali gode della proprietà commutativa ed 
associativa. Ma ciò risulterà più semplicemente , in modo affatto Intuitivo , dal- 
l'espressione stessa, che ora daremo, del prodotto di piti numeri razionali sotto 
forma di un'unica frazione; poiché dalla forma stessa dell'espressione appari- 
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ranno le dette dae proprietà come conBeenenza immediata delle proprietà stes 

Ee, in quanto sono già state elabilite pel caso del prodotto di più numeri naturali. 

9. Il prodotto di piit numeri razionali positivi ridotti, come è tempre pos- 

tibile (§ 5, art, 7), alla forma — ^ ,^ ,...,— è dato dalla frc 



n^n, . . . iij 
Infatti, essendo — *- il valore di nn aggregato : 
A», , B„ , C„ , . . . 
di m, unità positive di specie », ed — - il valore di un aggregato; 
P-. , Q-. . lU , . . . 

di m, unità positive di specie m, 11 prodotto — - — ~ sarà il valore del com- 
posto : 

(A„, , B«. , C. , . . .)(P-. , Q^ , lU, , • • ■) . 
cioè il valore dell' aggregato : 

A.,?». , A„,Q^ , . . . 
di in,nj unità fondamentali di specie n^n,. Ora il valore di questi aggregati è 
appunto espresso, come sappiamo l§ 5, art. 7) dalla frazione — ' — ^. 

§ ?.o — Proprietà dittributiva della moltiplicaBione di numeri razionali. 

1, La proprietà distributiva del prodotto di due numeri naturali, rappresen- 
tata dall' uguaglianza : 

(a + b)c = ac + bc (!) 

sussisterà anche se a, 6, e siano dei numeri razionali qn&lisivoglìaDO. 

Infatti, se A , B , C siano' aggregati (di unità fondamentali od aliquote, po- 
sitive o negative) rappresentati risp. dai numeri a, b, e, basterà per dimostrare 
la (1), di dimostrare che l'aggregato (À , B)C è equivalente all'aggregato (aC.BC); 

giacché l'aggregato (À, B) formato dalla riunione di A e 5 , è rappresentato 
(§ i, art. 2) dal numero a + 6, ecc. Ora 6 manifesto che il composto dell' aggre- 
gato (À, B) e dell'aggregato C è, non solamente equivalente, ma addirittura 
identico alla riunione dell'aggregato composto AC e dell'aggregato composto BC. 
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§ 8.0 — Sulla necetsitA della legge di compoaixione definita nel 6* paragrafo. 

1. É importante di dimostrare oome la le^go di compostzione delle nnità 
delle diverse specie e segni , data sopra (§ 6, art. 1), sia la sola legge rispetto 
alla quale la legge razionale dei valori goda della proprietà compositiva. 

Ammettiamo naturalmente come postulato che il composto di un' nnita po- 
sitiva di 1» specie e di un'altra anità positiva di l» specie esser debba un'unità 
positiva di 1' specie. Se, dopo ciò, sussiste la proprietà compositiva, il composto 
di un aggregato di m unità positive di specie m e dell'aggregato di n unità po- 
sitive di specie n dovrà essere equivalente ad un'anltà di 1> specie (giacché 
ognuno di quei due aggregati equivale ad un'unità di 1» specie). Cioè, un ag- 
gregato di ntn unità positive dì specie x (se £C è la specie dell'unità positiva che 
nasce dal composto di un'unità di specie m ed una di specie n) esser dovrà equi- 
valente all'unità di l" specie. Di qui segue necessariamente l§ 5, art. 8) che 
a; = mn ; cioè appunto che un'unità positiva di specie m composta con un'unità 
positiva di specie n deve generare nn'anità positiva di specie mn. 

Ammettiamo in secondo luogo come postulato che il composto dell' aggre- 
gato nullo per un'unità positiva dì 1» specie debba essere equivalente all'aggre- 
gato nullo. Poiché l'aggregato nnllo è equivalente all'aggregato di un'unità po- 
sitiva A, , di specie i, e della sua contrarla A'^ , il composto dell'aggregato A,- , 
A'( e dell'aggregato di m unità positive di specie m (che equivale alla unità po- 
sitiva di specie 1) dovrà essere equivalente all'aggregato nullo. Cioè, se a: è la 
specie dell'unità D„ che nasce dal composto di A'j con l'unità positiva di spe- 
cie m, l'aggregato di m unità positive di specie mi riunito all'aggregato di m 
unità equivalenti a D^ dovrà riuscire equivalente all'aggregato nnllo. Di qni se- 
gue primieramente (§ 5, art. 3) che D,, dev'essere negativo; onde l'aggregato 
di m unità positive dì specie mi dovrà essere equivalente all'aggregato di m unità 
negative di specie a;. Sarà dunque (§ 5, art. 8) a: = mi, cioè : il composto di una 
unità positiva dì specie m e di una negativa di specie i dovrà essere un'unità 
negativa dì specie ni. 

Se ammettiamo finalmente come terzo postulato che il composto dell'aggre- 
gato nullo con sé stesso sia ancora equivalente all'aggregato nnllo, il composto: 

(A,,A'(KB„,B'„). 

dovrà equivalere all' aggregato nullo. DÌ qui segue facilmente, pel rìaullati già 
ottenuti circa i composti A^B^ , A,B'„ , A'^B^, che il composto A'^B'^ esser deve 
equivalente al composto A,B„ ; cioè che il compoeto dì due unità negative, di 
specie i ed m rlsp., deve essere un'unità positiva di specie im. 
Le definizioni date al § 6° si trovano cosi tutte giustificate. 
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SDII' INTEGRAZIONE D'DN' EQUAZIONE 



VINCENZO AMATO (in Palermo) 



A- Korkine, in tina Memoria, trova che il sistema jacobiano 



8y dz 



4'(»:-!-S)-H^°. 



etaeiido x , j/ , z , le Tariabili indipendenti, fornisce nn integrale comune a più 
problemi del moto d'an ponto sopra ana saperficie 

5 = 5 (a: , y) , i) -^ >j (ce , y) , i = C (« , y) . 

quando le componenti della forza applicata al mobile aiano funzioni qualunque 
delle sue coordinate e delle componenti della Telocil& <*). 
Trovato l'integrale 

A (a; , jr , z) = a , 
polche 

dy dx 
dt ^ dt ' 



(*) Sur le$ inUgràU» dea éguation» du mouvement d'un paini matériel, Math. 
Ann. T. ÌI, § 11. 

*0L. XXXIK. 86 
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per la posizione fatta si § 6 della citata memoria, risolvendo rispetto a dt 
l'equazione 

A= a, 
8l Ottiene, con quadratura, l'altro integrale comune a piti problemi 

t + ^ = \i.(W,y,tt), 

essendo a e ^ due costanti arbitrarie (§ 7). 

Le funzioni 7 e 4i del sistema jacobiano precedente sono legate dalla equa- 
zione 

^' dx V dz/dy^ Sydz \dy* dydz^ 3«»/ 

L'integrale generale della (a) è espresso dal Eorkine nella maniera seguente: 
Sia u una variabile ausiliaria ed V{x,y,u) una funzione qualunque delle 
a; , 1/ , u. Sostituiamo V[x ,y ,u) nelle formolo 

i/{x ,u) essendo una funzione arbitraria , e dopo aver fatto le differenziazioni 
e l'Integrazione, indicate in questo formolo, sostituiamo u col ano valore In 
funzione delle x,y,z che si ha dall'equazione 



allora le formolo {^) daranno per 4i e <p 1 valori piti generali che queste fin- 
zioni (delle a!,j/,z) possono avere, e che soddisfano alla (o). 

L' integrale dato dal Zorkine sembra non sia il piti generate possibile ('). 
Infatti, si cerchino di ridurre i termini di secondo ordine in f della (a) ad uno 
solo. E si muti a tal' uopo una delle variabili indipendenti, per es. z , soetituen- 



(*) Cosi il prof. Or. Ti vanti dell'Università di Uessìna, al quale sono lieto 
di rendere pubbliche grazie pei consigli datimi. 
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dovi una nDOva variabile u legata ad essa dalla relazione 

z = F{ai , 1/ , u). 
Posto 

^ix , y , z) - <tlx , y , F (x , y , u)) = w{x , y , u) , 
Bì avrà facendo i calcoli 

dy* èy dz dy dz* \dy ) dz dy^ ~ dy* ' 

da cai 

Sy' ^ y dz dy* dz* \dy } ~ dy* dZ d¥ 



Dal confronto del primo membro di questa equazione col secondo membro 
della (a) si deduce che , per avere la riduzione cercata , basta prendere F in 
modo che sia 

dy 



E si ottiene quindi facilmente clie l'equazione (a) diviene 
5>F 8P 

■ V 



8^ _ ay8u Su / agi» ay _ 8^\ _ «'F _ M^ f^ 
8;/' ' 8P Sy "*" I SF Sy" I " ~ So: 8j, 8j 8» 8F ' 

81." \ il. / 8» 



li' equazione ridoffd é soddisfatta per 

(rt = P. 
Fatto dunque 

tó = F'ii, 
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bÌ ottiene infine (*) 

f CK?) Kj) ] 

?=u = r.il = F.[p(aj,u)-j -^^ dy-alx,u) j -^^ «y J , 

essendo a, ^ dae funzioni arbitrali e. 

La formola precedente, confrontata colla seconda delle i^}, dimostra che 
r intesale dato dal Korkine dod è il più generale possibile. 

Jn un lavoro di meccanica razionate, sono riuscito a generalizzare i ragio- 
namenti del Korkine, anche nel caso in ctii la snperficie muti col tempo t di 
posizione e di forma nello spazio, e nell' ipotesi generaiissima che le compo- 
nenti della forza sollecitante il punto siano funzioni delle coordinate delle de- 
rivate di queste rispetto al tempo, e dipendano esplicitamente dal tempo (*). In 
corrispondenza della (a) io ho trovato l'equazione 

/e* { _ ^\^ { ^ alp^ 9* _ 

— -i.yif-z—)^^+\^z— + ^j^- 

^" J z dt' ^ dzdt dydt dt dz Z 'et 

\ \ey* dydz dz'/ ' 

ohe contiene quella dei Korkine, alla quale si riduce per 

dt Bt 

Non mi sembra inutile, seguendo il processo precedente, mostrare la grande 
Bomplifleazione che ai può ottenere nella complicata equazione {■\) e la sempli- 
cissima espressione del suo integrale generale. 

Introduco nella (-j) in luogo delle y , e altre due variabili u , v legate ad 
esse da due relazioni 

y = P (t , a: , u , «) , z = qit,w,u,v). 



(•) Cfr. Vii vanti, Cor$o di Calcolo Infinitesimale, 1899 (pag. 493; p. 451-2> 
{•) Atti dell' Acc. Gioenia in CtUanta, lerie 4", voi. XIV, dove è pure esposto 
il metodo da me seguito per integrare la (f). 



yGoogle 



)C 261 )( 



9 e, X, y,t) = <f (t, w, P ((, X, u,v) , Q (*, X, u, t>)) = (p, ((, a:, «, t.) 



d^ du Bv dv du ^9 _ dv du vu dv 



£PéQ_gPrQ 
du iiv dv dv 



5?, ÓQ S?! ?Q 



9ii 9o 



gu du 



59, gP ^9, 3P 



^9 _ «i So gw du 9P cu 3w 3w dv 9Q 39, 
<8) '1 di~~ óP"3Q^_gP cQ^ gT ~ 9P gQ gp 9Q^ "^ "^ "gT 



gu gv dv du 



dv dv du 



99,3Q_g9,gQ gy, 9P gy. gP 

£? - _ ?H_Ì*' g» g" gP gy g» _gw gw_ 9Q g?, 

gi " ~ gPéQ7_eP^ 9Q] gM " gPgQ ~Sf_ gQ gS ■*" àtT 

gu gv gv gu gu gc gv gu 



Dalla, relazione 



a? g? gP 59 gQ _ g9, 

aF '*' gjr gT ^ g« "aT ~ "aT 



?!? 2^i!l— .£^^?Q _g^aQN 9^/5Py ^/'^'i 



g*o, _a9 a^_9? g^ 

' e*»" dj/ ' dt* di ' dP 



e Bostitnendo alle -. 



vatori precedenti e confVontaDdo il primo membro 



dy ' dz 
della precedente equazione col secondo membro della 



(Ito 



2 g(* gy* ga* \g( ey cy dz Se g*' 
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alla quale bì pnò ridurre la (y) , Bi trova che , per semplificare la (y), bisogna 
che sia 



Sì ottiene quindi 

£Q 3*1 ogQ 9Q anogQ dF gMogQ 3P 8' logQ 

; 9*_3t>* 9Uu "ew' 3(3«" a* du' didv ój^ "0( 3« 

£Q 5*logQ _ £Q SMogQ 3P 9*logQ _ 3? 3 MogQ 

} 3*_a^logQ cv ' 3t3« 9m 3(3u ^ ^w 9(3» 3w "3(3m 



3PSQ_9P3Q ^ 3P(Q_3PcQ aT 

du dv bv Su du dv dv 9m 

EQ fjogQ _ 3Q 3*logQ SP óMogQ 3P 3'IogQ 

c^ _ 3'logQ 9t," é(3w_3w3(c« 9P 3u 3(3u 3r didu cQ 

; 3a;~ 3(3aT " 9P £Q _ 3P 9Q 3a; 3P3Q_3PcQ~ aS ' 

3u 3v 3v du du dv Sv du 

E par le (6), i() la l-^') divenU 

• 9P £»logQ 3pa»logQ-| 3Q 8'logQ 3Q 3*logQ 

' dtdu cu' et do 



i 3 log Q Bu' dicv dv dtdu | dj, 
Q 3f "*" 3P 3Q £P tQ \ et ^ 

du dv dv du _| 



3P 3Q 3P 3Q 



SQ anogQ 3Q 3'logQ 3P 3*logQ _ 3P 3'logQ 

d v' ci cu Bu dtcv 3P Bu Btdv Bv dt du SQ 

3P3Q_3PóQ dx'' eP 3Q J^ tQ aS' 

3u 0o ~ 3w 3u 3u 3w 3t> 3m 



Indicandola brevemente con 
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zione ridotta ammette 1 due Integrali particolari ; 
L'integrale generale è quindi 



~ Sx'^ 8u ^ cv' 



eBBeado a e ^ dae ftiozioni arbitrarie delle x,u,v. 

Danqae, in corrispondenza delle formole (P) del Korkine, noi abbiamo 

. K'»«^) se 8P .8P 



Palermo, Agosto 1901. 
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SOPRA CERTE RELAZIONI 
CHE PASSANO TRA ALCUNE FORMAZIONI INVARIANTIVE 

DKLLA FOBMA BINABIA DI OSADO ». 



FRANCESCO PETRUCCI 



ana forma binaria di ^ado n, mi propongo lo stadio delle relazioni esistenti tra 
alcane spinte ('), che dalla f si poeBono ottenere ; ossia delle relazioni tr& alcuni 
covarianti della f. 

2. Faremo uso delle seguenti notazioni : 

' (aH)c^''-'H„»''-» = T , Iciì'cJ'-H^*''-*'' = p 
{ab)\cayaj^b„"-'e^''-'=r, , (aft)*(ca)*a,''-*6„'-c^-* = A 

L 

Spinte di t sopra H. 

3. Troviamo alcane spiate di f sa la saa ficssiana. 
La 1» non è altro che il covariante : 

ohe abbiamo indicato con T, ed è fondamentale per la f. 
{') Ueberachiebung del Gordan. 
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La 2" è stata otteoata dal Maisano (<), e dà luogo alla relazione 

i. Calcoliamo la 3' spinta di ^ sa H : 

(AHy"=(cH)*c„"-»H,«"-' 

dalla espresBione di H si ricava saccessivamente, applicando piti volte l' opera- 
zione di polare D^ : 

ponendo in quest'ultima formola : 

y, = e, e fft = - Ci 
e completando i simboli, si ha : 



n primo termine del 2» membro è nallo, e ciò si vede scambiando b con e 
l'eapresBione si riduce quindi a : 

(0H).c,"-.H -■ = ^±^^ Me."-..-,."-. 



'^■'«'" = 2(Ì„"-\)<^'*)' 



Tbobema I. — « La 3» spinta di / su H è ugnale a meno di una costante 
alla 1» spinta di / sa i >. 



(') Vedi la Uemoria sulla Sestina binaria. Atti dell' Aooademia dei Lincei, 
Tol. 19, pag. 11 forinola (5). 

TOL. XXXIZ. 84 
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5. FaBsiamo ora alla 4' gpinta di f sa H, sì ha : 

(/■,H)-=CcH)'o,— H,'"-» 
per eliminare H, applichiamo alla BQa eepresBlone ; 

quattro volte di seguito 1' operazione D^^ , otterremo ; 

(2»-4)(2n+7)H,'-«H/=-l-(n-4)(»-5X<iV»,"-'»."-'V 

+ 2{«-2X»-4Xo*)'a,»-"6,"-' V, 

+ -|-(o-2)(ii-3)(oi)'o,"-'»,"-'o,V 

se in questa poniamo j/t=:c, e ì/,=-c^ e moltiplichiamo tatto per c^"'*, avremo: 

{2n-5)(2n - 7) . (/• , H)"= •!-(»- 4)(i!- !ix«b)\ca)'a,—b,"-'c,—' 

+ 2(n-2)(n-4Xu6)»(ca)»{c6)a„''-"ft„*-»c„''-* 

Ora il 2.» termine poBsiamo scriverlo cosi : 

(ae.)»(ca)'Cc6)a„"-"6/"»c„"-*=(«6)»{ca)'a„'-*6„"-*c,"-'.(ca)(c6)a^,= 
per le forinole di ridazioDe : 

d'altra parte, applicando la stessa formola elevata a quadrato, si ha : 

(<i6)»(ca,«a^'-«^-*c„'^* = - («&)'{ e a)»{c6 )'«„"-* 6.'-»c„-' -•■ jfr. (.1) 

Sostituendo nella (1) i risaltati (2) e (3), avremo, tenendo presente le aota- 
zipni del paragrafo 2 : 
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dove a e ^ bodo delle costanti e propriamente : 

_ 2«* - 9w + 7 , _ (n- 4)(tt - 5)_ 

* ~ (2n - 5)(2n - 7) '^ ~ 4(2n -l)(2n - 7) 

sicché abbiamo il 

Tkoreha n. — c La 4^ tpinta di f sn la Hessiajia, a parte d'nna costante, 
ai spezza in dne partì, dì eoi una è il covariante ; e l'altra è il prodotto di / 
sn r ». 

6. Con lo BtesBO metodo troviamoci la 5* «pinta di /* sa H: 

(/',B:)v = (cH)>H,»'-»c."-». 

Per eliminare la H, troviamoci la Bna 5* polare, ad y Bostitniamo e, e com- 
pletando i Bimboti, otterremo : 

2(2n-5K2ji-7)(/',H/=— (n-5)(n-6)Ca6)*(ca)X'^&fl.""'''„"~* 
+ |-{n-2)'7»-5)(ab)'(ca)*(cft)«a:'^6,""'c„"-' 

+ 6{n~2}Cn -3)(a6)»(ca)^c6)*a„"-»t„"-V"'- (0 

Il terzo termine di questa espressione è nullo, e ciò si vede scambiando 
a con e. 

Il secondo, per le formole di riduzione, diviene : 

(a6)'(ca)*(c&)a,"-»6„'^»c„''-» = (a6)'(co)'(c6)n,""*6^"-*c„'-' ■ {ca)6„ 

= (a6)»(ca)*(cò)'a„''-''6„""*c/-' - (a6j'(ca)*(c6)a^"-«6„"-»c^"-* 

questi due termini sono entramM nulli, e ciò risulta scambiando noi 1° e con a, 
e nel 2» e con 6 ; onde la (1) si riduce a 



"4(2« - 5X2tt— 7)^ 



''' ' ~4(2M-5}(2n-7")"' 
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7. Allo stesso modo otteniamo la 6* spinta di / sn H : 

2(2»-6X2» 7)(2»-9)-(/',H)''=-l.(..-6)(n-6)(n-7)(o6)'(ca)'o."»,-«c"-» 

+3(n-2Hn-5)(»-61(a6)»(cal»(cft)a„''-'6„"-»c^'*-* 

+ 'I C« 2)(»-3)(™ - S)(.ab)'(ca)'(cb)'a^—^b^'-'c,'— 

+5(»-2)(n-3)(»-4)(o6)'(co)'(cS)'o,"-'6."-'c,"-'. (1) 

Per le formolo di riduzione si hanno le relazioni : 

(<lJ)'((!<.)'lc6,'a,»-'6."-'c,"-'=i-(<.S)'((;<.)'(c5)'«,—S,"-<e,-' (2) 

(a4)'(co)>(c») o,»-'S,»-'o,"-'= -i-(aJ.)'(M)*«."-'i>"c,"-'+ 

+ -J (o6)'(ca)'(i*)"<i,"-'6,— 'e,»-"- 

- j(ab)'(a>)'a.'-'b.-'e,—' (3) 
«.6)'(co)'a."-«S,'-'c„"-« = -i- (o*)'(ca)'o,"-«»,"-'e,»-' 

- y(i»»)'(ca)'(c4)-a,»-«l.."-'o,"-« 

Soatitacndo nella (1) i risaltati dati dalle (2), (3) e (4) si ottiene : 
{/-.H^'-aA + f/V + Y*/ 
dove i coefficienti a, p, y hanno rispettivamente i valori : 

(»-5)(«-6H2«+l) U«'+4 1l H*-12 89» +lllQ 

""" " 8(2"tt^5)(2iir-7")(2n-9) ^~ 8{2« 5)(2n-7X2n-9) 

^~ 16(2«-5)(2»-7)(2n-9) 

pOBsiamo quindi enunciare il 

Teorema III. — < La 6^ spinta di f en la Hessiana a meno di una costante, 
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ai spezza in tre parti, di cui ana è il prodotto di k per ^ e le altre sono i co- 
varianti f^ ed /, >. 

n. 

Spinte di t Itti covariante 1. 

8. Consideriamo ora le apinte di f bu t. 
Cominciamo dalla 

0-,i)'=(c.>,"-HV"-=l 

ctie indicheremo con t ; per avere l'espressione lo funzione dei soli simboli della 
f, alla potare : 

i^"^iy = («6}*a,'*-«&,'-*aj CD 

cambiamo y, = — e, e Vt = <^i r completando i simboli, avremo : 

9. La 2* apinta di f sul covariante i dà laogo ad ana relazione importante, 
che lega i covarianti f, j, p ed r, trovata dal Uaisano (*) , cioè: 



che ci dice che < la tpinta 2^ di /' su £ si esprime in fanzione razionale intera 
di f, r ed / ». 

10. La 3> tpinta di / sa i è data da : 

Eliminiamo la i, applicando due volte 1' operatore Dg,y alla (1) del para- • 
grafo 8, sostitaendo e ad y e completando i simboli , otteniamo cosi : 

2(2»— 9)(/,i)"'=(n-6)(o('/{ca)»(i„"-'6„"-'c^"-'"+3(a-t)(oftj*ica)»(c6Ja„'^6„''-«c„''-». 
11 20 termine della (1) è zero, giacché per le formole di ridazione, si ha: 

+ (o6)*(ca)Vc6)»o^''-»6,— «e,"-* - 0. (2) 



(') Vedi la stessa Memoria innanzi citata p. 11 form. (4). 
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Pel lo termine Bì ha : 

2(aò)'(co)'a,"-'V"V'=(<'W=")«,"*.""'<:,""'+(al.)'(<;<.)'a."-"6,"-'t."-' (3, 
Ci6 si è ottenuto tenendo presente la reiazione (2) e mettendo in vista: 
|(oi)(««)6,e.l'. 
Ha: 

Biceb6 la (3) diventa : 

(ai.)'(c<.)'o,"-'6,"-'c,»-' = (a»)V<>)'«."-'6,"-'c,"-' (5) 

per le relazioni (2) e (S) la (1) diventa : 

'^ ■ «■" = 2T^^) (««■MV-V-c - 



Teorema IV. — « La 3^ epinta di f su i è uguale a meno di un fattore e 
merico, al covariante fondamentale f, ». 

11. Paragonando la (6) con ia (2) del paragrafo 6°, eì ha la relazione: 

L2. Passiamo ora alla 

(f , i)" = (ci)'c,-'iJ-<' 
prendendo la 4* polare di i, col solito metodo, si ottiene : 

(2n-9)(2»-ll).(/', i;" = |- (ii-6)(»-7)(ai.)'(cii)'<..""'V"''.""' + 
+2(»-4Xn-6)(a6)'(eo)'(cò)o,"-iS,»-'c,»-' 
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Per le forinole di riduzione bÌ ha : 

-l-(a6}»(ca)'(c6)*a^"-»ft„"-«c^''-*-(o6)«(ca)*o,'*-8fea,""«Ca."'* (2) 

ma : 

Per la (3) , la (2) diventa : 

+ |- (a6)*(ca)'(c6)*o,''-*6,"-«c^''-* - ~f-k. (4) 

SoBtitaendo il risaltato trovato nella (1), e tenendo presente le notazioni 
adoperate in principio, si ottiene : 



" 2(2n - 9) ' * 4(2n - 9) ' * 4(2» - 9)(2n - llj ' 
da cui il 

Teobeua V. — « La 4* spinta di f sai covariante t sì esprìme in finzione 
razionale intera di f ,k, f^ e f, ». 

UI. 

Spinte di f tul covariante r. 

13. Abbiamo vieto cbe il covariante r è dato da: 

r^*-" = {ab)*a„"-*b„''-^ 

applicando ad esso l'operatore D^.^, cambiando y in e e completando i simboli, 
si ottiene : 

(cr)e,"-'r„**-« = (_aby(ca)a^"-^b^''-«c„"-\ (l I 

Ma dalla (4) del paragrafo IQo gì ha : 
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sicché la (1) diviene: 

ossìa la 1» spinta di f eu r non è altro che il covariante /,. 

14. Applicando invece alla r dne volte II simbolo D^^ ed operando come 
al eolito si ricava : 

(<r)V-V,— "=(tó)'Ce»)'«."-V-'«.— -jj£^/-4 

che per la (3) del paragrafo 12», ai muta in 

(cr)»c,"-»r^*'*-'* = -1- (a5)»(cffl)»aa."~'*«.''~'c»'"* 

_ i. (aft)'{ac)«Cc6)*a,"-*fe„"-<'c„"- 



4(2n-13)' 

donde il 

Teorbuà vi. — « La 2> spinta di /' sa r si spezza in tre parti, cioè nei co- 
varianti ftift e nel prodotto di f per k, a parte sempre an fattore numerico >. 

Napoli, Aprile 1901. 
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CONTRIBUTO ALLA DETERMINAZIONK 

DEI GRUPPI CONTINUI FINITI DELLO SPAZIO OEDINARIO 
MEMORIA 

DI 

UGO AMALDI a Bologna 



INTRODUZIONE. 

È noto come il L i e chiami tipo di grappi di trasformazioni puntuali di nn 
dato spazio l'insieme di tatti e soli i grappi, che da nn grappo dato di quello 
spazio bì deducono eseguendo su di esso tutte le possibili trasformazioni pua- 
tnali : perciò il tipo ò perfettamente determinato quando è assegnato un suo 
grappo, come suo rappresentante. 

Nel III Volume della e teorie der Traneformationsgruppen > è compiuta 
la claBsiflcazione dei tipi di gruppi delio spazio ad uno e a due dimensioni. 
Quanto allo spazio a tre dimensioni vi sono classificati i tipi di gruppi primitivi, 
che si riducono ad otto grappi ben noti ; o gli imprimitivi sono divisi in tre 
categorìe (1. e. pag. 141): 

I. Gruppi , rispetto ai qnall rqtta invariante una schiera di co* superficie, 
che non si può decomporre in una schiera invariante di co* corvè. 

II. Grappi , rispetto ai qnali resta Invariante una congruenza di curve , 
che non ei possono distribuire in una schiera invariante di »■ superficie. 

m. Grappi, che lasciano invariante una schiera di co* curve e trasformano 
le curve di questa schiera le une nelle altre in modo imprìmitivo. 

Delle due prime categorie sono anche effettivamente determinati i grappi ; 
e per la terza, che, come apparirà dai seguenti sviluppi, è assai più ampia delle 
altre due, il Lie assegna (1. e. pag. 170) dne metodi che possono condarre 
alla determinazione dei gruppi rispettivi. 

Io Intrapresi dapprima codesta determinazione, in qualche caso particolare, 
& semplice scopo di mia esercitazione personale ; poi, visto che non sempre l'ana- 
VOL. xzzii. 8& 
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loggia col piano bastava a guidare nella ricerca degli artifici necessari, e clie 
qaesti erano talora alquanto riposti, pensai che valesse la pena, di coadnrre al 
termine il lavoro e di renderlo di pubblica ragione, in quanto eeso conduce a 
conoscere tutu i gruppi dello spazio ordinano , fino al quale parmi che anehe 
questi problemi di semplice determinazione offrano ancora qualche interesse. 

Mi permetto di richiamare l'attenzione del lettore sul vantaggio che ho tratto 
(cfr. nn. 3, 4, 7, 8,...) da considerazioni sintetiche per la integrazione di certi 
speciali sistemi di equazioni differenziali lineari in due variabili (ridncibili a 
coefiQcienti costanti). MI valsi perciò di alcuni concetti e di alcune locuzioni, 
famigliari al Calcolo funzionale dislribuiivo , che mi sembrano di per 6è chiari 
ad ognuno : ad ogni modo rimanderò per essi al primi capitoli (specialmente I 
e IV) dell'opera del chiar. Prof. S. Pincherle, alla quale ho avuto l'onore 
di collaborare ; < Le operazioni dietributive e le loro applicaeioni all'Analiri >. 
Zanichelli, 1901. 

Osservo infine che, come fa notare il Lio, se per ona parte è vero che 
ogni gruppo imprimitivo dello spazio appartiene necessariamente ad una delle 
tre categorie sopra indicate , può d'altro canto accadere benissimo che on me- 
desimo gruppo appartenga simultaneamente a due di esse. In altre parole noi 
ora siamo sicuri di conoscere tutti i tipi di gruppi dello spazio ; ma non ab- 
biamo in alcun modo la certezza che un medesimo tipo non sia rappresentato, 
nella tabella di gruppi imprìmitivi che ora possediamo, da due o più groppi di- 
versi. Dunque per avere la definitiva classificazione dei grappi imprìmitivi dello 
spazio rimane ancora a ricercare, mediante la considerazione di tutte le schiere 
invarianti dì curve e superficie d'ogni singolo gruppo, se ft-a i gruppi determi- 
nati da pag. 141 a pag. 170 del III volume della e Theorie der Tramforma- 
tionsgruppen > e ì gruppi determinati nel presente lavoro ve ne siano di equi- 
valenti per mezzo di trasformazioni pnntnaii. 

Enunciate del problema — Metodo di ridoluzions. 

1. Abbiamo già detto che il problema, ohe ci proponiamo di risolvere è 
il seguente : 

Determinare i tipi ài gruppi continui, finiti di trasformazioni puntuali 
delio spazio ordinario che lasciano invariante una congruenza di curve e ope- 
rano su questa in modo imprimitivo. 

Ciascuno di codesti grappi lascia]dunque invarianti una schiera <x>* di cnrve 

¥ (X , {/ , z) t= OOSt. , ^^CO ,V fZ) = COBt. , 

e nello stesso tempo trasforma in sfe stessa una schiera »* di superficie 

u (f , (|/) = cost. 
generate da curve defla congruenza. 
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Per 1» risolnzione del problema indicato, il Lie assegnò dae metodi (*) , 
e noi qui ora esporremo quello dei dne, che ci è sembrato preferibile e che, come 
cale, abbiamo prescelto. Prima, per altro, avvertiamo ana volta per sempre che 
mtte le funzioni dì nna o più variabili, che compariranno negli sviluppi seguenti 
gì supporranno funzioni analitiche di ciascuno dei loro argomenti (*). 

Se Q-^ 6 un gruppo ad m parametri in tre variabili x, y, z, doppiamente 
imprimitivo nel senso suindicato, possiamo supporre d'eseguire sullo spazio una 
trasformazione per punti T (*), tale che la congmenza invariante 7=coBt. , 4'=cost. , 
Bis trasformata nella stella a]=coBt. ,i/ = CQSt,, delle rette parallele all'asse z, 
e la schiera invariante delle superficie tu (f , i)f) = coet. , nel fascio x = cost. dei 
piani perpendicolari all'asse SD. 

Se allora X,f , X^f , ... , "S^f sono m trasformazioni infinitesime liaearmente 
indipendenti del gruppo trasformato di G„ per mezzo di T , gruppo che per 
semplicità designeremo ancora con O^, avremo che gli incrementi ^t<ix)St, 
X/y) òt (t = 1 , 2 , ... , m) dovranno essere costanti lungo una medesima retta della 
dtella invariante e di piti gli incrementi Xj(x} St dovranno essere costanti su 
d'ogni singolo piano del fascio ai = cost. : In altre parole, le Xf(2i) e te X-dy) 
dovranno essere indipendenti da z, e in particolare le X^^t) dovranno essere 
indipendenti anche da y. Le X,f avranno dunque la forma (*| 

X,/'= ^i{x)p + r,i{x,y)q4 Ìt{x ,y ,z)t (i = 1 , , . . , w) i 

Le rette della stella invariante saranno trasformate le une nelle altre in 
modo imprimitivo dal gruppo abbreviatOy generato dalle m trasformazioni infi- 
nitesime 

X, r = £ ax) i" + li (se . S) 9 (f == 1 , 2 , . . . , m) , 

le quali, ben inteso, possono non essere linearmente indipendenti. 

Ora dei gruppi imprimltivi in due variabili è già nota la classiflcazione in 
tipi i*). Possiamo quindi immaginare -che sul gruppo 6. sia già stata eseguita 



l'} Lio-Engel, III Absch. pag. 170. 

(') Ibìd. I Absch. pag. 1. 

(*) Di qni innanzi parlando di trasformazioni sottintenderemo < puntuali >. 

(') Occorre appena avvertire che per le derivate parziali della funzione inde- 
terminata usiamo le notazioni tradizionali. Nel seguita ogni lettera latina minuscola 
all' infuori di x, y, z, p, q, r, rappresenterà una costante numerica , ogni lettera 
greca minuscola rappresenterà una funzione. 

CJ Lie-Engel: Bd. IH pag. 71 : L ie-Sc hef f er s - ConiiftwierKcft* 
Gruppen, pag. 360. 
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ona tale trasformazione, che il grappo abbreviato abbia una delle forme tipiche 
conoacinto. È allora manifesto che, se ( è la dimensione del groppo abbrevia- 
to, il grappo O^ ammetto m traeforni azioni infinitesime linearmente indipendenti 
della forma 

'^if=Ì,iX)p + Jìt(x,y)q + Zi(!B,y ,z)r (i = 1 , 2 , . . . , Z) 

Xjtj f^ ?)(,X ,y ,K)r (;• = 1 , 2 , . . . , m-l) 

Le trasformazioni infinitesime ?y{of , y , z) r generano an aottograppo dì G«, 
precisamente il più ampio sottogruppo, che lascia invariante ogni singola retta 
w = cost. , y = cost. Ora codesto sottogruppo pn& dar luogo a qaattro casi, in 
quanto pa6 eabordinare sopra ogni singola retta x = cost. , y = cost. , o la sola 
trasformazione identica, oppure un grappo ad uno, o due, o tre parametri (*). 
Il primo di questi casi si presenta quando t» — I - 0. Negli altri tre casi , me- 
diante ana trasformazione, che, ben inteso, trasformi in sé la stella se = cost. , 
y = cost- e il fascio di piani x = cost. , il sottogruppo invariante fj (ai , j/ , z) r 
si pa6 ridorre rispettivamente alla forma (*) 

o alla forma 

?. C* . V)»- > 9. (i» .*)»•.■■ . ?— j-t (a; . y) »• , ar 
alla forma 



Corrispondentemente a codesti quattro casi, saranno possibili per G„ 
guenti forme 

w 
PI 



101 



5iWj' + 1.(i«.Jl)« + t,(« 


V,')<r 


((=1,2,- 


■,'! 


Si Wr + li («,»)« + !i (ai 


y ,')' 


Ct = 1, 2, . 


•,<) 


Tj(^ 


y)' 


« = 1. 2, ■ 


. , » > 0) 


li(il!)l> + 1i!a:.»)? + t<» 


S,2)' 


(■■ = 1, 2, . 


,') 


" , »i (iC . ») ' 




(, = 1,2,.. 


,») 


5iWP + 1i(«.ì/)«+ !i(.x 


Vy'ì' 


(i=l,2, . 


,«■ 


r.zr.z'r 









(•) L i e-E s g e I : Bd. IH pag. 6. 
(*) L i e - E n g e 1 : Bd. Ili pagg. 



Ì65 e 38. 
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Concladendo, per risolvere il problema proposto, dovremo scegliere aocces- 
Bivamente come grappo abbreviato 

Ìtiic)p + ri,{x,y)q {i=l, 2,..., l) 

ciascuno dei grappi imprimitivi tipici in due variabili , e , considerate le corri- 
spondenti schiere di trasformazioni infinitesime della forma [A] , [B] , [C] , [D] , 
determinare nei casi [A] , [D] le funzioni tj (x , y , z) e nei casi [B] , [C] le fun- 
zioni it(x , j/ , b) e fjia; ,y) , in modo che le trasformazioni infinitesime che ne 
risnltano rendano soddisfatta la condizione necessaria e sufficiente, affinchè ge- 
nerino an gruppo, vale a dire, in modo che ogni combinazione per parentesi 

di due trasformazioni infinitesime di una schiera sia ugualo ad una combina- 
zione lineare a coefficienti costanti delle trasformazioni infìnitesime della schiera 
medesima. 

In ogni singolo caso, poi converrà cercare, mediante una opportuna scelta 
della variabile e , di ridurre il gruppo alla forma più semplice possibile. 

Per brevità d'espressione, designeremo d'ora innanzi i gruppi della forma 
W > [B] , [C] , [D] col nome di grappi JA] , [B] , [C] , [D] rispettivamente. 

2. Possiamo sabito enanclare alcune osservazioni generiche sai grappi 
[B] , [C] , [DJ , che semplificheranno alquanto 1 calcoli che dovremo compiere. 
a) Considerando dapprima un gruppo [B] , dalla 

dei d9t dii 

ncaviamo che §, -li + >jj -^ - ^y — : deve essere ugnale a una combinazione 

lineare delle 9,- e quindi deve essere indipendente da z : poiché tali sono le Zi, 
)]j , concludiamo che le Cf sono necessariamente lineari nella e, che, cioè, hanno 
la forma (!(= ìi''(a: , 3/)a + i;i'(x , ji), dove le Kt,U" sono Indipendenti da z. 
Perci6 nel seguito potremo sempre supporre seuz' altro che in ogni gruppo [B] 
le Cj abbiano gl& codesta forma. 
f) Per un gruppo [C] , dalla 
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ricadiamo , ohe deve eBsere, indicando con e osa costante nomerica e con 7 
ODa combioaziODe lineare a coeffluienti costanti delle r, 

onde rìsaUs, rappresentando con C/ (x , y) una fanzione indipendente da s 

C, = « E/ (X , y) + « log « — 2?. 

Ma alle m trasformazioni inflniteBime che generano un grappo G„ possiamo 
sempre sostitaire m loro combinazioni lineari a coefficienti costanti, linearmento 
Indipendenti : perciò è lecito eupporre addìrittora <p = ; e allora, dalla 



(5, 



■iP-tHtq+(Zi'eiCz\oee)r , <?,r) = {^t -^ + ,]. ^ - f/» _ c<Pi log» cq>,J r 



ricaviamo che gj ^ + >i( -J^ — £/ jj — c^j log a deve essere aguale a ana com- 
binazione lineare a coefficienti costanti delle <pf , indipendenti da 2 , il cbe non 
6 possibile se non è e = 0. Concludiamo che in ogni grnppo [C] le (j si possono 
sapporre sin da principio della forma sl^/ dove fj' b indipendente da e. 
Ora è manifesto che le Z + 1 trasformazioni infinitesime 

«r , lii,x)p-Viit{x,y)q-\ zìii'{x,y)r {i = 1, 2, ... , l) 

di nn grappo [C] generano an sotlogrnppo di esso, li qaale, ove sì scelga come 
naova s la log e , si trasforma nel grappo generato dalle trasformazioni infi- 
nitesime 

*■ > 5i i» + 1( 9 + fi' i* (i = l, 2, . . . , 0. 

Questo gruppo 6 nn gruppo [Bj, in cai, essendo h= 1, l'unica trasformazione 
Infinitesima della forma 7, r è stata ridotta ad r , mediante il cambiamento 

e, = — f e di piii le L sono indipendenti da e. Se già conosciamo una forma 

tipica per nn elffatto grappo |B], potremo assumere il grappo |C] sotto la forma 

e non ci resteranno che a determinare le funzioni fj. 
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la vista di ciò per ogni gruppo fB] converrii coniderare in modo speeiale 
il caso, per cai è A = 1 e le (f sono indipendenti da e. 

f) Osserviamo, infine, col L i e ohe la determinazione de! grappi [D] si fa 
a priori. Infatti, combinando le r , ar con le 5j (se) p + 1( (CC , j/) q + C((^ i ?/ 1 ■) *" 
si trova cbe le C, sono polinomi di secondo grado in e a coefficienti costanti, 
ODde , appartenendo r , bt , z*r al gruppo , si pnò snpporre addirittura 
J( = (i = 1 , 2 , . . . , 0- 

Concladiamo che i groppi [D] si ottengono ampliando ogni singolo grappo 
imprìmitivo nella stella a; = cost. , y=cost. , con l'aggiunta delle trasformazioni 
infiaitesime r , zr , eV. 

Nel seguito, qnindì, non avremo da occaparci se non dei grappi [A], [B], [G]. 

Teoremi buì aistemi differenziali a coefficienti costanti. 
Osservazioni preliminari. 

3. Consideriamo di nn grappo [B] [C] il sottogruppo f^co ,g)r (i=l,%..^): 
le funzioni «p^ si suppongono, naturalmente e nna volta per sempre, linearmente 
iodipendenti, ma si possono sostituire ad esse le quali si vogliano loro combi- 
nazioni lineari (*) , linearmente indipendenti. Siamo cosi condotti alla conside- 
razione deWinsiemi o spazio lineare Al funzioni, ad Ti dimensioni, 8^ costituito 
dalle combinazioni lineari di f, , ftf ■} fk> ^ '^^' rispettivi airiemi fondamen- 
tali cioè dei sistemi di A funzioni linearmente indipendenti, contenuti in S^. 

Ci sarà utile pel segnilo l'introdurre a questo proposito una locazione e 
Qua notazione particolare. Diremo che due funzioni ^^ , <|ii sono congrue rispetto 
ad k quali si vogliono funzioni f,, linearmente indipendenti, e soriveremo 

"I-. = *i i9i] , 

quando la funzione 4*1 ~ ■ti app&rterr& allo spazio lineare ad h dimensioni, de- 
finito dalle <ft (*). É ben manifesto che siffatta relazione di congruenza gode di 
latte le proprietà formali della ngnaglianza. 

Ora noi avremo più volte occasione di considerare spazi 8;|((pj') di funzioni 
f di doe variabili a; , y , trasformati In sé da clascana delle due operazioni 
3 d 



dx' dy 



Per ciò, se ip, , (p, , . . . , Vjt 6 an sistema fondamentale di un siffatto 



(*) Di qnl innanzi, quando parleremo dì i combinazioni lineari > sottintende- 
remo, ove non ai avverta il contrario, * a coefficienti costanti >. 

(*) Spesso, ove non navi luogo ad equivoco, tralascieremo, l'indicazione delle 
funzioni, rispetto alle quali sussiste la congruenza. 
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spazio, bì richiede che Bia 

&'=» ■• g-'-° w <.•=>,«,-,»)• 

Ora queste equazioni esprimono che neiio spazio S^ le due operazioni di 

derivazione sono i appresentate da dae soBtitazionl lineari, ie quali, d'altra pane 

d d 
per la commutabilità di :r- , -r- , Bono pur esse commutabili. Se allora le due 

sostituzioni lineari non sono degeneri, possiamo applicare & qtiesto caso la ri- 
duzione a forma canonica di una coppia di Bostitozioni lineari , coaiinatablli , 
non degeneri, che io ho assegnato altrove (*j. 

Notiamo subito che la — fo la — j è degenere in Sj^ per nna parte quando la 

rispettiva equazione fondamentale ammette una radice nulla, e per l'altra quando 
esiste in S^ una funzione indipendente da x (o da y). Escluso, quindi, per ora 
che in S^ esìstano funzioni indipendenti da ai o da j/ o da entrambe le variabili 
potremo applicare al nostro caso il risaltato citato e avremo che Sj si può 
decomporre nella somma di un numero finito di spazi lineari, trasformati eia- 



aventi la medesima proprietà. Ciascuno di qnesti spazi corrisponde ad una cop- 
pia di radici delle due equazioni fondamentali delle sostituzioni lineari, che 

d d 
rappresentano :— , 7- in S„ , e in ognuno di ossi esiste un sistema fondamentnle 

1 cui elementi possono essere distribuiti in un quadro 

' Vf ^vr ■ ■ • \-r 

I 'l'.-f-. *rr-i • • ■ • \t-, • • • • 'i'A^-fà^T-i 

[Ql 'l'o-r-. <}',.,_, •l/H,r-t ** ** -r-» ■ • • ^A .* *k T-. 



tale che se a , 6 sono le corrispondenti radici, certamente diverse da zero, 



(*) Stille soBtUuxioni lineari commutabili, t Rendiconti > del R. Xst. Lomb. di 
se. e lett. Serie II voi. XXXIH, 1900. 



,y Google 



)( MI )( 



!4o -ai +i 
8x "' ''-'■' 



Di qoi rìsDlta che è 
dorè le funzioni i^., sono polinomi soddisfacenti alle equazioni 



i quali per la loro analogia con mia classe Dota di polinomi ad nna sola varia- 
bile (*), lo avrei proposto di chiamare polinomi dell' Appetì in due variabili. 
Il polinomio r^. rispetto ad x , j/ è di grado p , q ordinatamente , e nella for- 
mazione dei polinomi corrispondenti alle funzioni del quadro [Q] compaiono ap- 
paoto tante costanti arbitrarie quante sono le funzioni del quadro: indicando 
con e,., le costanti arbitrarie, abbiamo precisamente 

Ora al sistema fondamentale [Q] con ogni eoa funzione ip^,., appartengono 
tutte le funzioni ^ in cai l'uno o l'altro o entrambi gli Indici sono minori. BJ- 
Bulta di qui manifesto che mediante tina sostituzione lineare [la quale sì ottiene 
risolvendo, come è sempre possibile, le (1) rispetto ai monomi x''~' y'"') Pas- 
siamo passare dal sistema fondamentale [Q] a un sistema fondamentale della 
forma 



(2) gox^, g^yn^-0,1, 



0,l,...,h, + ht + ...+h^^t 



(*) Appell Sur une clasae de potpnomet, Ann. de l'Éc. nono. snp. , b. 2, 
t. IS, 1880. 

TOL. XXZIX. 86 
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Concludendo , se tino spazio S^ di funzioni di x e y i tratformttto in gè 

d d 
dalli operazioni ^ t ^ i ^* P^*^ scegliere in etto un sistema fondamtutale, co- 
stituito da un numero finito di gruppi di funzioni della forma (2). Da gruppo 
a gruppo varia almeno una delle costanti a.,h e variano, in generale, i n^tifisimi 
valori degli esponenti m , n (*)■ 

d d 

Se la r- la T- o entramb* 

ex dy 

([Ulto nella Nota citata non è più applicabile dìrettamenle : ma dod sarebbe 
difficile convincersi in generale che il risultato precedente sussiste anclie lo 

d 
codesti casi, in quanto se ^ è degenere in S^ , a questo spazio appartiene np 

insieme di funzioni x" y" e*^, e se in fl^ sono degeneri tutte e due le operi^' 

zioni ^ , T-, è contenuto in 8l uno spazio di funzioni razionali. Pel caso che 

ex ny 

a noi nel segnilo interescerii daremo la generalizzazione del teorema prece- 
dente al n.o 

4. Dal risultato precedente si deduce con un semplice cambiamento di va- 
riabili il teorema seguente : Se uno spazio S^ di funzioni di x e y è trasformato 

in sé dalle operazioni x -^ e y ■^^ , si pud scegliere in esso un sistema fonda- 
mentale, costituito da un numero finito di gruppi di funzioni della forma 

x" y* log*s log"y /"-''■■■' Y 

\m = 0,l ,... , h, + h, + ... + h^,^.,/ 

Da gruppo a gruppo varia alfneno una delle costanti a , b (radici delle 

d B 

equazioni fondamentali di a; —, y—, rispettivamente, in Sj) e variano, in 
generale, i massimi valori degli esponenti m , n. 



(*} In sostanza noi abbiamo con ciò integrato i sistemi d'equazioni lineari a 
coefficienti costanti : 

^ = a„ <f, + 1,, ¥i + - + a,A ?fc 

e come caso particolare della nostra integrazione si ottiene con metodo ugualmente 
semplice l'integrazione dei sistemi ordinari 

^ = «(, 9t + "(1 9» + ■ ■ ■ + «ih ?* (' = * 2, . , . ft). 
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Taballa de) gruppi imprimitivi del piano. 

5. Per la risolazione effettiva del nostro problema, dobbiamo prendere le 
mosse dalla tabella dei tipi di gmppi fmprìoiitivi del piano. Il Lie classìfica 
codesti gl'Oppi In categorie a seconda che essi lasciano invariante una sola schiera 
di 00 ' cnrve (contata nna o dne volte) o dne, o oc ', o w " schiere di oo ' curve. 
Cosi accade che appartengono a categorie diverse tipi di grappi, i qnali non 
differiscono ee non per i valori particolari diversi che in essi hanno I parametri, 
da cai dipendono le rispettive trasformazioni Infinitesime. F. es. il gruppo }f,g, 
xp + cyq che per e =]= t ammette due schiere invarianti di co* carve (ì dne fasci 
(li rette a; = cost., y = cost.) per e = 1 ammette co * schlete invarianti di oo * cnrve 
(la rete dì tutte le rette del piano). Ora è manifesto che nel calcoli che noi dob- 
Marno eseguire non è utile considerare a priori distintamente groppi siffatti. 
Perciò, non attenendoci strettamente alla classificazione del L i e e lasciando ad 
ogni parametro variabilità affatto libera, abbiamo ridotto al minimo il numero, 
certo non indiSerente, dei gruppi imprimitivi del piano, che dovremo aaccessi- 
vamente considerare. 

Nella tabella seguente codesti grappi sono scritti e numerati nell'ordine, la 
cui li assumeremo nei nostri calcoli. Tale ordine 6 in parte arbitrario: ma, fincbè 
ci è stato possibile^ nella sua scelta ci siamo fatti guidare dall'intendimento di 
abbreviare i calcoli, Inevitabitmente prolissi e laboriosi. Cosi, dove ciò era pos- 
Bibile e non tornava per altro verso dannoso, ho fatto seguire ad, ogni sotto- 
gmppo, O, il minimo gruppo G,^,' In cui quello è contenuto. Se 



SODO le trasformazioni infinitesime che bisogna aggiungere a Gj , per ottenere 
G,4.,', e supponiamo di conoscere già, i gmppi [A],[B],|C|, che ammettono il 
gruppo abbrevialo G,, basterà, per ottenere i gruppi [A] , [B] , [C] corrispon- 
denti a G,^,', che aggiungiamo, a ciascuno dei primi, l' trasformazioni Infinite- 
sime della forma: 

. ^if + Uce , y , z)r ; ((■=1,2,...,0 

e determiniamo, se è possibile, le funzioni i^j in modo da ottenere altrettanti 
gruppi ad V parametri in più. 
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ti] q,Xq ,. ..,a^q,p,!lip + ci/q 

(2] q ,aq 35*3 , p , 23C;) + ij/q , x^p f txyq 

[3] q,xq,. .. , af-*q , p , Xi> + («V + a')a 

[4] q , xq , . . . , a^q , ]/q , p , ap 

[SI 2 , X3 o^qiVqtP ,0!P , X'p + aa^ff 

181 ifq > P > ">? t x*p + xyq 

(7] j> , 3xp + Ky , aj'i> + ajyg 

[9] q 

1101 «,»? 

Ili) p,q 

[121 j.icy + jn 

[13] j.ra.r 

(HI qisq,t/'q 

[16] J,!H,»'«,P 

[16] q,yq,y'q ,p, xp 

[18] q,xq, ^,{x)q ,..., iji/xjj 

[19] j , irj , +,(»)« 4',(a:)« , vq 

[eVff ^ a:e"i*'4 , ■ • • > a^i'^'q , p 



[20] 



[21] 



(eVff ^ a:e"i*'4 , ■ • • > a^i'^'q , p 

} [<i,(o,-I)=0, i=l, 2, ... , 5 i }+>,+»,+ ...» > 1) 

q , Xq , . ■ . , a^q , ^i'q , ajeVff , ■ . ■ . ^l'^i'q t !/q i P 
[»=1, 2, ... , ?: 2>0 ; g+s f #,+...+«,50 J mt-^l]. 
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Qoi le ^, ,^t, ■ • ■ ,^, BODO fanzioni arbitrarje di a, lineannente indipen- 
denti. 

Risoluzione del problema. 
L 

6. Esaurite le premesse, passiamo a svìlappare i calcoli richiesti dal nostro 
problema, e cominciamo col determinare il gruppo [A] clie ammette il gruppo 
abbreviato [1]. Lo designeremo con [1 , AJ. 

Esso arrft la forma : 

q-i-ar ,aq-ha,r , . . . , afq + a,r , p + pr , ap + ci/? + ^^r , 

dove a , a, , . . . , et, , ^ , p, sodo funzioni di tr , y , 2 da determinare convenien- 
temente. Dalla: 

(j) + gr , 5 + «r) = (a, + ^otr - Py - o?.)»* . 
dove genericamente f„ rappresenta la derivata di ip rispetto ad u, risalta: 

Questa b la condizione perchè le due equazioni : 

formino un sistema completo: per una nota proprietà delle soluzioni dei sistemi 
completi ('), la soluzione comune ^ di quelle due equazioni dipende certamente 
da z. Scelta allora come nuova z la funzione f, le trasformazioni pì^r , q+ar 
si riducono a p , g rispettivamente e le altre non cambiano natura. Perciò (come 
sempre faremo in seguito nel casi analoghi) non introdurremo nuovi simboli ad 
indicare le nuove funzioni «t , ■ ■ ■ , a, , ^,- Dalle : 

(p ,wp + cyq + g,r) =p ^--^r ,{q,xp 'r cyq-\- ^^r) .-= cg + -^ r 



(') Cfr. p. es. Lìs-Engel. — 1%, dar Tranaformationxjnippen — I.' Abscbnitt, 
IM«. 91. 
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risolta che P^ è indipendente da a; e y e dalle : 

iP . as-J + «*»•) = «*""'« + ^t* - (3 1 '»"2 -t- ««••) = -^^ 

discende che le a„ non dipendono da y e che è : 

^=»«. (»= 1,2, ...,,). 

In particolare 3, è indipendente da x e j^ ; del resto a, potrà essere o no 
identicamente nulla : per generalità sappouiamo a, = a, = . . . = o,_, = , a, ± 0, 
(t < •). Essendo allora a, indipendente à&x ,y , ridaciatno scegliendo come nuova 

z la I — , la fanziene a, all'unità. Allora dalla: 



risolta ^, = (e — f)2 -f I>, (ricordiamo che con le lettere latine minuscole rapprc- 



duciamo 6, = 0. 

Combinando le x"^ f o^r « > t) colla xp + cyq f- (e — t)zr, otteniamo : 



dx 

la quale, conia -r-^ = ua„ , trovate dianzi, dà: 
dx 

Otteniamo cobI il gruppo: 



[1 > AJ, < p ,a;p + eyq + {c- t)zr 

' (0<i-l<«) 

Nel caso, dianzi escluso, in cai, essendo a, = a^ = . . . = a,_, = 0, a, ±0 sia 
c= t, con le medesime considerazioni del n. prec, si trova che ^, = cost. e che 
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c a^ sono legate dalle Gtesse relazioni di dianzi: otteniamo cosi II groppo : 



[» . A], 



, w'~*q , a^q + r , . . . , jc'q + 



(f+1) ...(«- 1)8 



{*>!) 



7. D grappo [1 , B] si può immaginare g:ià ridotto alla forma (n-2, a) 

j+(«'z4 a"/r , xq^-(a\z+a,'\)r,...,a^q-Ha\z+ix",)r, p+{^'s-^^'')r, arp+cy3+if',z+P",)r 

7<Ca! . yy (t = 1. 2, ... , ft). 

Scegliamo allora come nuova z una ftanzione, lineare in s, ([^«, y)s+x(*) y)i 
avremo che la p+{^'z+^")r diventerà i'+[(<}'«+'!'?')2 +'{'?"+ X^]'" e scegliendo «I» e x 
in modo clie +3,+^? — ,)(jr+^^"-0, ridurremo p allo zero, senz'alterare la na- 
tura delle altre trasformazioni infinitesime. 

. /da.' da'' \ 

Di più abbiamo (f , 9 + (az + «)*■) = la~ *+ -t — )'') onde risulta che a' è 

indipendente da x: scegliendo come nuova 2 la z9fy), dove ({y} è una soluzione 
dell'equazione (ij, + a'e = 0, ridurremo la 2 + (a'z + a")r alla forma q + ix"r. 

Combinando \& q + ar colle ìb*? + {a',z + a'V»" >a:i> + ci/5 + (P',z + p",)r , si 
trova che le funzioni a.', , ^', sono indipendenti da y: poi, combinando queste 

fini SS' 

= 0: infine comblnao- 



8x 



ultime trasformazioni con la p, troviamo -: — = ta',. 

da', 
do le a^q + . . . ,xp+ . ■ . fra loro troviamo ac-^— = (i — c)a', , onde risulta «',=0 

se e non è uno degli interi 1, 2, ...,9 e in ogni caso ^', = C0Bt = &,. BJmettendo 
a più innanzi il caso di e intero e compreso fra ed a •(- 1 e lasciando per sem- 
plicitA di scrittnra gli apici, abbiamo che il gruppo è ridotto alla forma : 

p,q + ar,x'q + a,r,xp-t- cyq + {&,z + ?,)'• . ?((» , y)r ^J^Jj J^'^.j) 



dove le a , a, , /3, sono funzioni indipendenti da z. 

Passiamo ad occuparci delle ti-, combinando le f^r con le altre trasforma- 
zioni infinitesime del grappo, troviamo che deve essere: 

(3) •;Lso/^'HO,a!??i + ci,5i=0,x'^'sO M. 

* ix Sy dx oy Sy 

(tei, 2,...,» ; 1=1, 2,...,<). 
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Indicando con S/^ lo spazio definito dalle h funzioni f ^ , abbiamo, dalle 

d S 
due prime equazioni {3) e dalle analoghe, che, se — , ^ non sono degeuori 

in S^ , cioè se di questo spazio non fa parte nessuna finzione della sola x o 
della sola y, le ?i sono della forma a;"y*'8'™ *'*'', dove le o, b sono numeri neces- 
sarÌAmeote diversi da zero. Fra queste funzioni una o più conterranno x ad nn 
massimo esponente nt (maggiore od uguale a zero\ e, nel caso in cai siano più 
di una, esse saranno diverse o per fatto dell'esponente di y o per fatto dell'espo- 
nenziale. Comunque sia, consideriamone una qualsiasi, p. es. la x™!;''e°'"*"** ed ap- 

' a 

in Bè stesso. Dovrà essei;e : 



ma il penultimo termine per una parte è irriducibile con ogni altro termine ot- 
tenìbile applicando la i" §- + *^J/ T" *d «Itre funzioni x"y"e'"'*'"', e per l'altra non 

può comparire, per l'ipotesi fatta su m, in nesaona funzione di Sf,. Si couclade 
che il Teorema del u. 3 non è applicabile e che quindi una almeno delle ope- 
d_ 
èy 

Ammettiamo allora p. es. che la ~ ammetta in S^ uno spazio dì radici ad 
A, dimensioni; sarli questo uno spazio definito da A, funzioni della sola x, li- 

a 

ncarmente indipendenti. Esso 6 trasformato in sé stesso dalla r- e dalla 

ex 

oSir- + cv-;— , la quftle ultima operazione entro Si,, si riduce alla a;=— . Allora 
dx " cy ' ^cc 

d 
dal fatto che Sj, è trasformato in aè dalla — concludiamo che esso è composto 

di funzioni della forma m^e"* : ma, polche S^ deve essere trasformato in sé 

d 

dalla a;:—, si conclude o direttamente o ricorrendo al teorema de! n, 3 che 
tee 

le ene funzioni non possono contenere esponenziali. Lo spazio S^ è dunque 
uno spazio lineare ad A, dimensioni di funzioni razionali intere di a, che k tra- 
sformato in sé dalla ^ : non può dunque essere che lo spazio dei polinomi in 
X di grado inferiore ad ft, , cioè lo spazio che ammette il sistema fondamentale: 
1 , « , a:* , . . . , (F*!"'. 
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Siccome Ift costante è radice anche della r-, vediamo cbe anche qaeBt*al- 

lima operazione è degenere in 8^; se S», è lo apMUo dpUe radiai di g^ In S^, 

Tediamo in modo analogo a quello di pocanzi che eBSO b lo Bpazlo che ammette 
il BiBtemft fOBdamnitale ; 



1 , y » »' 



Se allota eaegtliMrio Btillo Bpaiio 8^ 1' opefaaloiie r-g g - ^ , BttemafBo nto 

spazio 9^_h^,^^, ad A — A, — ft, + l dimensioni che b Contenuto in S^ ed è tta- 

d B 
sformato in so dalle due operazioni ^ , g- : di pib ogni elemento di eodtwto 

spazio 6 trasfonnato da oiaecana delle operazioni : 



in nn elemento dì B^. Ciò basta perchè possiamo applicare ad SA.jt,_t,+i il ra- 

KtODMMBto applioftto dianzi ad 8^. Oosii conlinaaBdo, poicbè la ogni easo è 

hi + kf~ l>0 (eaisterà ogni Tolta nello spazio «he si ooosidera idmeso «Ma *o- 

d S\ 
tianie, radice di ^- . ^- ) giungeremo , ripetendo on nomerò finito di volte le 

eeafildn-azio&i svolte dianzi, ad esMirìre lo tpaokr &^. 

Allora, rifacendo il OMumino a ritroM ed «ssgaendo le latoffnMloBi fjs^tto 

ad d; e y, inverse delle operazioni . ., ^ dianzi compiute, troveremo cbe 8^ è 
9x*vy*> 

HBO spftzio di ftmxtoni raaiomiti latere iv « di y. Abbiamo, dnatiM, tìfce te le 

ftmnimi r, tono tali tht: 



ìx ' «y " ' #x ^ '^y — " ' * »y — " Vtal,V,,Éi>0^ 



It funeioni f, miw ratiimati irUtré in % « f. 

Vuoisi notare che dal risultato precedente Ascende che necessariamente lo 

spado 8^ è radice già della prima operazione friTX' ^^ Infatti ad 8^ a^par- 

> fìuizioni nili«nali iatare 41 grado «ftperiore »d ^(-1 iti to o a A, .u- 1 
VOL. zzxiz. 87 
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in y, apparterrebbe ad esso, in qnanto è trasformato in sé dalle operazioni 
s~ > j-> anche almeDO una potenza di X di espouonte snperìore ad A,— 1 o una 
pcrtenza di y di grado superiore a A:, - 1. 

8. È necessario, pel seguito, di stadiare pib da vicino la natura di A^. 
Sia: 



_^ay «"O y'il (i=l, 2,..., ft ; j=l, 2,..., fcj) 



no sistema fondamentale di funzioni di S^- Il fatto che 8^ deve essere trasfor- 

S d d 

malo in sé da ciascuna delle operazioni t- , t;- , w' — (t=l,2...,t) porta di 
da! dy Vy 

conseguenza che all'insieme di fc, + fc^ "l* ■ - ■ + '^a coppie di esponenti (non intle 
necessariamente diverse u,^- , v^ devono appartenere Insieme con u^ , Vy le cop- 
pie «y — 1 , Wy ; «y , Wy — 1 ; «y + t , u^j — 1 (Ì — 1, 2,..., s) \ cd altre relazioni di 
espressione meno agevole devono passare fra i il:(+il;t+...+ft',^ coefficienti afj. 

Considerando rineieme dei fc, + fc» + . . . + A^ monomi a"y y^'y , diremo mo- 
nomi caratteristici di codesto insieme 1 monomi : 

(e) 35"^ y"j (;=1, 2, ... , q) 

ben definiti dalle seguenti proprietà; 1») per ogni oo^y' dell'insieme si possa tro- 
vare nella successione (e) almeno una funzione a;"^ y"j tale che sia mj>u , nj>Vy 
2») scelto un determinato monomio caratteristico rn^j y"s non ne esista nella suc- 
cessione (e) nessun altro x"i y"i , tale che sia simaltaneamente m^ >mj, nf>nj. 
In sostanza i monomi caratteristici sono quelli, per cut, aumentando di una 
unità uno qualsivoglia degli 'esponenti, si esce dall'insieme (•). 



('} Per rendersi tosto ragione delle proprietà dei monomi caratteristici di nu in- 
sieme di monomi X^y" e in generale per vedere chiaramente le proprietà ciie a noi 
interessano di codesti insiemi, giova la segnente rappresentazione grafica. Scelti nel 
piano due aasi cartesiani ortogonali, si segnino tutti i punti di coordinate (intare e 
positive) a; = M , ^ = V, dove per u e v si assumano tutte le coppie di esponenti di 
X 6 y, rispettivamente, nell'insieme. Otteniamo cosi un insieme di nn numero finito 
di pnnti, in corrispondenza univoca coi monomi di Sj,. La proprietà che S„ é tra- 
sformato in sé dalle operazioni ^ > s" ^i traduce qui nel latto che all'insieme di 

punti appartengono, accanto al punto x = u ,y = v. tntti i pnnti non esterni al ret- 
tangolo di vertici x = u,y=v; x = u,y = 0; x = 0,y = Q; a! = 0,y = v. Dato 
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Qui e sei seguito immagineremo che gli indici degli esponenti dei monomi 
caratteristici siano scelti in modo che sia n, > n, > . . . > n^ : dalla definizione 
discende che sarà m, < wi, < . . . < m^. Nel caso del nostro S^ avremo eviden- 
temente, per fatto della w"— = , n, = n, - 1 , m, > »»o + • e così in generale 
^ Sy 

Abbiamo danqne n, monomi caratteristici i quali sono : 

CIO premesso, consideriamo una combinazione lineare generica delle f) : 
essa avrà la forma 



^ = Si S» «-i "^ i' ' ' 



dove le a^( sono costanti di cai non sappiamo Qnali siano arbitrarie, ma delle 
quali possiamo supporre che siano tutte diverse da zero. Applicando saccessi- 
v&mente la 



un insieme siffatto, i punti che rappresentano monomi caratteristici ai ottengono ne) 
modo segaente. Immaginiamo che una retta r parallela all'asse j/ e a destra di esso 
si muova da distanza infinita, mantenendosi parallela a sé stessa, fino alla posizione,- 
in cai per la prima volta passa per punti dell'insieme. In codesta posizione segniamo 
il segmento di essa (che pnó aLcbe ridursi ad un punto dell'asse x) compreso fra 
l'asse X e il punto dell'iusieme che appartiene ad r ed è più lontano dall'asse x: 
poi facciamo ruotare r intorno a quest'ultimo ponto di un angolo retto e sulla r, 
nella sua nuova posizione, segniamo il segmento (ampio almeno un'unità) compreso 
fra il centro di rotazione e il primo punto di r, pel quale esista un punto dell'in- 
sieme, avente uguale ascissa e ordinata maggiore. Poi si faccia ruotare la r intorno 
a quest'ultimo punto di un angolo retto e su di esso si segni il punto di massima 
ordinata che appartiene all'insieme: si scelga poi questo punto come nuovo centro 
di rotazione, e cosi si continui fino ad ottenere un segmento che passi per quel punto 
dell'insieme che ha l'ascissa nolla e l'ordinata massima. Si ottiene cosi una spezzata 
a lati alternativamente paralleli all'asse x e all'asse y. I punti che rappresentano 
i monomi caratteritlici dell' insieme dato sono I vertici degli angoli della spezzata, 
ohe volgono la concavità all'origine e di più il primo (l'ultimo) estremo, se il primo 
(l'altimo) lato della spezzata appartiene all'asse a) (all'asse y). 
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« Indioaado eon f^ , oerte determinate AuieIobI di Sj^ , etlentame le eqnaEloni 






le qaali sono la generale risolabltl rispetto al monomi x" jf"'* ; onde si oon- 
cjade fìlM , wf ^etuirala , t» spezio 3^ amntetH^ come tiaUma fondamentale l' in- 
sieme di monomi 

ai» y"o-' (t = ft, 1 , . . . , «0 ; » i »,). 

Può accadere che co8l non Eia, quando avvenga che siano ugnali pltt coef- 
ficienti m + e (n — i) : allora possono comparire Ira le ?j una o plb fanzloni po- 
linonife, ciascnna delle qaali corrisponde ad OQO di codeste classi di coefficienti 
m -h e (fl — t) ugnali. Dal fatto che deve essere 

'i^o • '^-» ■ «'t^o <'-^.* •>• 

risalta che ai pnò senz' altro sopporre che la fi polinomio o contengano soli 
monomi caratteristici o siano ottenibili da ana delle 7^ soddisfacenti a codesta 

condizione, mediante ana delle operazioni ?- , — , a^ =~. 81 ha qaindi che fi 

polinosùe pOBSono comparire solo quando esistano monomi caratteristici tali che 
1 loca M^wieoti n^,» — > ; vn »n - l \ . . . soddiafaoclaoa aUe coadizioi^ 

mf + éin -ft^mi + e(n- (>=»... ; 

di qat risalta che deve avere il valore razionale 

(«k »pa«lo deU« % «)> p«& in questo caM (*) eoMMuara cova ano spatio 



(') Bfferendoci alla rappresentazione grafica pocanzi indicata, per avere le classi 
dì monomiì caratteristici cbe possono dar luogo , a ff poìinomie basta che appli- 
chiamo la oostmeione, divenata classica per la determinazione d^ cicli delle fnii- 
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coQtentito in uno spazio, avente nn sistema fondamentale di monomli : quanto 
&lle particolarità coi d& Inogo nelle altre trasformazioni infinitesime codesto va- 
lore speciale df e (• la conseffnente eBÌeteoza di ^j pollnomie) esee Bono esami- 
nate al n. 11. 

Cominceremo qttindi con l'escludere codesto caso. 

9. Tornando alle funzioni a , a, , a, , . . . , a^ , ^, abbiamo dalla : 
(p,mp + C!/q + (6,» + p,)r) = jj + ^ r 



p, = y;6'jac"/'j'-J + g'.Cy). 



Scelta come naova z la 



ridaciamo ^, a ^', , che per semplicìtft indicheremo ancora con ^,. 

Si vede analogamente ^ = fr e qoJndi a = 7 Oy»»'^'* y*"' + o'{y) : ma sce- 
gliendo come naova 2 la z — la'dy, possiamo sapporre senz'altro a' = 0. Allora 
dalla: 

dedaciamo : 



zioni algebriche , all'insieme di punti che rappresenta l' insieme di 
gioagente i due punti mj , I ed mj,j. 
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ossia : 

^ 

dove ogni termine della sommatoria contiane o! : ne discende che deve essere : 
-^ = , (m.j+l+c(n-j)+c-B,)a;o=0- 

BBamìniamo dapprima il caso In cai e non soddisfa a nessuna particolare 
relazione. Allora i coefficienti namericl delle ultime relazlooi con saranno tatti 
nnlli : saranno ualli tatti fuorché uno gli Of^: sia (i(o±0: lo designeremo con 
Og. Dovr& essere allora b, = ntj -i- 1 + c(n — i + I). Dalla seconda relazione risalta, 
dovendo ^, dipendere dalla sola y, p, = &',y'*'*''. 

Allora abbiamo In generale dalle 

da, 
(p , a^s + a,f) = to'-'j + ^' r 

(a7'3+a,r ,a;p+cy3+(6,z+6',y"+'jr)=(c-i)ir'2+(ft,flt,-X-^-ctf^'+(>',(i»+l)x'ff")r 
le relazioni fondamentali : 



Applicando qneste relazioni per t = 1 troviamo anzitutto : 



■ = '"i"'?r' + ì V"-" v-> + «■,(») . 



^ poi: 



Se m > s, l'nltimo termine di questa congruenza è gift congruente' a zero e 

basta siiegliere come nuova z la 2 *— - »"*' per ridarre b\ = 0. 

(» + l)c 



yGoogle 



){ 295 X 

Kscladendo per ora il caso in cai e sta tale che qnalonna delle parentesi 
quadre della Bommatoria aia nulla, avremo, per ogoi ralore di^, ay_,,0. Di pib 
si dedace da codesta congruenza la 



e quindi, dovendo la differenza dei due membri essere tm polinomio In y di 
gfrado n. 



Ha combinando le q -i-ar ,wq + agf si trova che deve essere : 
Sa, da „ 



ciò ricliiede che sia : 



(:ii±i+„_,),=^%.-. 



Danqne o è a' = o mj + 2 — c(i + 1) = 0. Esclnsa per ora la seconda ipo- 
tea! ''e sapponendo sempre che e abbia un valore generico troviamo : 



_mjfB*)j^B-i (« = 2, i 



" ~ (m, + 2)(m, + 3) . . . (Mi + u + 1) 

Sa 8a, , 

Ma deve essere sb'"'t-* -a!*-^^ = 0, cioè: 

a(n-iy.t-l}\(mt+l) ^ +,. «-f-i = q 
(TOj + 2) (m, + 3) . . . tm( + » + 1) ' 

Ne concludiamo che è o mj4,>mj + 2«, o i — n, o a = 0. 
Abbiamo corrispondentemente i segaenti tre grappi: 



( {;=0, 1, . . . ,n; m<mj ymj^.,>mj + > perysi;m(+, >»»(+ 2») 
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«»+2 («>«+a)...(m„+t+l) 

a!p + cy? + (m„' f e + l)zr , aj*|/""-'r 
0* = , 1 , . . . , » ; m< M», ; m,^tSmj +(») 

y = , 1 , . . . , « ; m < mj ; m^^., > m^ + » ; c,(C| - 1) — 0). 

IO. Se tutti gli Ofo sono nalll, &, resta indetermisato ; suppODìamo siano 
nulli anche tutti gli aj ,, Of ,,..., a, ,_, , ma fra gli aj , ve De sia uno, preci- 
samente oj, , che indicheremo con a, diverso da zero. 

Deve cBBere allora 6, = m^ + I + c(n - i + 1} ~ <, e le medesime considera- 
zioni del n. prec-, ove &i supponga che la costante e non renda soddisfatta al* 
cnna relazione particolare, conducono a determinare i dne tipi segnenli di groppi 
che contengono come casi particolari i dne primi del tre precedenti e dei quali 
il secondo si può considerare come compreso sotto 11 primo : 

!_x . i «+. « j . («+l)(«+2)...(«-l)»o _ ., ,^. ._, 

,„,«r,,„,^ .j,«',+«x-,*v ''■r-.«-»H- (^,4),.,(^^,_,;i) »-'^- '">' •<■ 
a:p+cj/q+^[m,+l+c(n~i+l)-t]zr , x^y'-^r 
lj=0, 1,...,« ; 1<(I<»+1 ^*«<«> ; mj^(>mj+» per jsi ; mi^>mi+2a't) 

[1 , Bl» 

/ I . I m.*. . (*+!)((+ 2)... M _ .^.. 



(m„+2)(mH+8)-("»n+*-*+l) " 

\ (y=0, 1, 2 , ... , n ; m<»B, ; mj^^^mj+s). 

11. Ci rimangono da considerar* i essi particolari dianzi «oloai. In Meianza 
in ciascnno di essi non si ha se non da aggiungere qualche termine ai coeffi- 
cienti di r nelle trasformazioni infinitesime di [1, B], , [1, B], , [1, BJ,. Supposto 

<t = e,= .. . = o,_, =0 , «,±(X Sari, perla -^ s (t + «)a,4,^,(tt < • — e), 

a, = Zaj, a: VV*-' + a'.Cs). 
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Se Oj, ± 0, dovrà essere 6, = m^ + 1 + c(» -»*+!) — *, e ae è anche a„ ± , 
lik costante e dovrà essere tale che mj — nif = e(2 — t) : si vede quindi che se fra 
e e gli ospoDenti my pacano particolari relazioni, in ciascuna et, possono com- 
parire più termini : se in a, compare il termine o„ «."/'y'^ ', In a,+, ,...,», 

compariranno i termmi — -^««sc 1» ,".,7 — . ■ -. ■7 VT-.^ir'^ '*fy--i 

rispettivamente, porche per altro sia soddisfatta la condizione mj+, >m, -i-Ss-t 

in caso contrario è necessariamente «(, = 0. 

da', 
Quanto ad a',, dalla et/ -=-i — (6, + ( — c)«', = ricaviamo; 
Sy 



e sarà a' = se non è mj + 1 - c(i + 1) = : verificata qnest'nltima condizione 
compare in a, il termine a'y'*** e in a,^, , . . . , a, compaiono oltre i termini già 

indicati I termini (i + l)a'xy'''*'* , ■ ■ • , -- - J'' — af'y""* rispettivamente, pur- 
ché sia mf,>2t — t -1. Se questa condizione non b verificata è necessariamente 
o' = 0. 

Più in generale, se per certi valori di « ed y si ha mj— mj—cO'- »')—'- «=0, pu6 
comparire in a,^.„ il termine o/j^.^a'^'^'v''"-' e di conseguenza in a,+^i,...,«, i termini 

corrispondenti Ì^au,^i^*y"-',.-., ^ "^^^•••<'-^> a»,^,*-"'^ •l/--', 

purché sta mj+, >mj + 2$ — t-u. 

Cosi se per no certo valore di u si ha m^ -I- « + 1 — c(i -)■ 1) = , in «,+„ 
compare nn termine a"y''** e in a,^„^, ,.,,,», compaiono 1 termini corrispon- 
denti (t + u + l)a"a!y'***, . . . , ,"_t^"^^ {c'~*"*'y""*^S purché sia m^2*-*-tt-l. 

Consideriamo Infine il caso particolare In coi é m, < s e quindi &', non può 
esser mandato via. 

Se 1%= t— !('<<) 6 chiaro dalla relazione scritta sopra chs non può essere 
voL. xzzii. 88 
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1:0 86 non è Og, ±0: precisamente deve essere: 



• n + 1 ^' n + 1 

Ma se è t < «, deve comparire in ot,^, il termine a„ ce""'** y" e si vede sn- 
bito applicando l' equazione fondamentale (5) che eia non può essere. Se poi 
è t=» = mt„+l, in a, compare il termine a^iX"'''** y" e in 6, 11 termine 
t - mi + Ci - l ^. , 

é-rf — **»' t^ ■ 

Le osservazioni precedenti permettono di costratre le trasformasiooi inSni 
tesime di nn erri^PPO [1 , B) quando siano dati (in modo conveniente^ i valori- 
delie costanti mj ,n ,c ,t del gruppo. 

Data l'impossibilità di raccogliere in un tipo a parametri letterali esemplo 
di tutte le particolari là or ora enunciate ci limitiamo a farlo in nn caso parti- 
colare namerlco, in cui delle trasformazioni infinitesime a'y"r notiamo esplici- 
tamente soltamo qaelle obe corrispondono a monomi caratteristici : 

[ flfp + hyq +(28z- -^cy^jr , x^*r , x'ì/*r , aj' V" > ìb"ì"" . ac"r. 

Qui abbiamo ( = 3,( = 2,c = 5,6, = 26,6', = --7-,n = 4,m, = 2,m, =:3, 

m, = 14 , wij = 1 9 , m, = 22. Sebbene sia m, + 1 - 2c = , non compare in a, un 
termine in y""*"', cioè In y', perchè non è m, > tw, + 2» — i — 1. 

12. Sin qsi non abbiamo fatto cenno del caso in cui e sia ano degli interi 
1 , 2 , ... , Sk Io tal caso, riprendendo le notazioni del n* 10, abbiamo, SA e :± «, 
a, = 0, = . . . = a^,, = , 



dx '"""' """ """ " -^ = <" + '')*U-, 



onde risalta, 



È poi facile convincersi cbe le successive considerazioni dei §§ 9-11 si ripe- 
tono in questo caso senza altri essenziali mutamenti; cosicché se c=u, non avremo 
ohe da aggiungere in un gruppo [1 , B] di una delle forme diuisi considerate. 
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» ctascnna traBformazIoDe Infinllesima ec^^ q+ . . . il oorriapoodenta termine 

' a;'. P. es. corrispondentemente ai grappo [1 , B], avremo, ee, 

per fissare le ideo, sapponiamo u < t, il grappo : 

1' P , q ,ix:q » '3 , x"q-tbzr , ... , k' *q+ lìr 1"^ ^i 

, /(Utl)...(«-l)l6 ,_ ,^. , A . /(«tl)...<6 , „ 

\ O'=0, 1 , .. , n : l<u<(<« ; m<,mj ; m,^.,>m,-+« per jsi \ mj^,>mi+2»-(). 

Cosi anche in qnesto caso si potranno presentare, ove siano soddisfatte dai 
parametri (in questo caso tntti interi e positivi) le corrispondenti condizioni arit- 
metiche, le particolarità annoverate al n. prec. 

13. Il grappo |l ,C] si riduce anzitutto alla forma (n. 2) 

er y p-^ §zT , q + asr , xq f a,zr , .. . ,x' q^ a^r , xp + cy q -^ /i,sr 

9/ (« . ») *■ . 

dove le jf , ^, , 1 , ■ ■ ■ , X, sono iodipeDdenti da z. Ora un gruppo della forma 

r , p + fir , q ^ ar , xq ¥ ix,r , , . , ,x'q t- a^r , xp -i-of q ^ fi^r , 

tenuto conto del fatto che le 3 , . . . , a, , ^ , fi, non dipendono da s, si riduce, 
uel caso generale alla forma 

(6) r , p , q , xq , . . . , X^q , Xp + CI/ q. 

Oome casi particolari si trovano 1 due grappi segaenti, il primo dei quali 

sì ha, quando sia e = ( - 1 (0 < i < s) e il secondo quando sia e = — . 

i f tP i9 '^Ì> •■ • jS^'s ) aj's + OXr , x'**q+ — — <aB*r, 
(7, 

X" ? + ^i-j ^' j'° x"*' 1- , Kj) + (( - 1) j} 

(8) r , p , q , xq , . . ■ , af~*q , a^q + ayr , 2 «p t »y 9 ; 



yGoogle 



)( 300 )( 
inSae come caso cornane a qaesti aitimi dae al ottiene il grappo 



( .,/(* + 2)... 2to ,. \ 

* j:»' q + (^ 77— — - x'-^by\r,xp + tyq 

Ma è facile convincersi, con considerazioni analoghe a qnelle del n. 8, clie 
io nn grappo [l , C] le f[ sono necesBarlamente razionali e che, non potendo 
far parte del gruppo infinite trasformazioni inflnitesìms ? j ** , è nel caso dei 
grappi (7), (8), (9), = 6 = 0. Se ne conclude ohe abbiamo un solo tipo di gruppo 
[1 , C] corrispondente al grappo (6) 

IP, g , xq , . . ■ ,3^q , vp + tyq , zr , as" y"~' r 
{ 0' = , 1 1 . ■ . , n i w* < % ì "»>+) > ntj + I) 

14. Per ottenere i grappi corrispondenti al grnppo abbreviato [2] basta 
porre, nei grappi corrispondenti al gruppo abbreviato [1], 2c = « e aggiungere 
a ciascuno di essi una trasformazione infinitesima della forma a^p+igsy q+^x*" > 
Insomma II problema 6 ricondotto a determinare in ogni caso la funzione 

Prendendo a considerare il groppo [1 , A], e combinando la x*p+3a;j/qi ^^r 

^ ('-1)1 

me b t>0, che è necessariamente o t = l , o a, = a, = . . , = a, = 0. Si trovano 
cosi 1 due grappi segaenti 

( q,xq + r , ai*q + 2xr , .. . ,x'q + sx'~*r , p , 2xp + asyq + (« - 2) zr 
(2 , Al, \ 

( 05^ + *»ff q + [(» — 2)zx + lyìr 

[2 , A], q , xq , x*q , . ■ . , sfq , p f 2xp + sgq + sr , x*p -I- sxy j + «(a; + cz') r. 
Considerando iu secondo Inogo il gruppo (l , A), dovremo supporre » = '2(. 
Procedendo come pooanzi si trova che è necessariamente t;:l: si ottiene cosi 
il gruppo 

[2 , A]| q , xq + r , x*q + 2xr , p , ajp + y j + cr , a^p + 2xy q + 2(ciF + y) r. 

Passiamo ai grappi (2 , B] , e vediamo anzitatto se esista un gruppo [3 , fi] 
corrispondente al gruppo [1 , B],. Posto e = -^ si trova sabito che la trasfonna- 
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2ione inflaitesima da agg^angere deve avere la forma 

x*p + txyq + (ìbfZX + £ bp'j*^ y""-' ^ pz \- ^') r. 

Combinando poi qaesta eoo la 

. • (( + 1) . . . » , ...1., ^, 

'^^ + (^ 2)...K + .-t.l) '«" * ^ ' 

si trova che deve essere m^ + 1 = t , il ciie, easeDdo t < « t 1 ed m^ > m^ + «i> 
richiede ohe ala o i = , oppure i = i ed m^ = , m, = ». 

Nel secondo caso, siccome t = m^ fl = f-hl ricadiamo dal grappo [1,6], 
al grappo [1 , B],. 

Ssamlniamo il caso di i = Q , t = m^ + \. 

Il grappo [1 , BJ, ha sotto tali ipotesi la forma 

p , q y xq,. . , , ah* J , di' (g + or) , x*** (g + ar) , . . . , aj* (? + ar) 

aj"V y--} ^ (m, = i - 1 , m, > 2« - 1) 

dove fi e fi' non dipendono né da s , né da ae. 

Combinando le dae trasformazioni iOBp + . . . , ir*p f . . . e qnest' altima 
con la q si trova fi = 0. 

Allora nel caso generale dovremo avere 



x'^^ + >xy^^-s{n + l)Xfj = 0. 



dx 

Posto <fy = X ■'j/'"-' risalta che deve essere mj = $j + s e in particore m^-s 
e quindi t = a fi. Ricadiamo quindi nel caso del grappo [I , B],. 

Prendendo a considerare il gnippu (1 , B], si trova analogamente a pò- 
canzi n»„ + 1 = i e quindi, se non vogliamo per ora occuparci del caso [1,B],, 
fl = Oe<=:mo+l. Indicando addirittura ntg con m, abbiamo il gruppo 

P , q , !eq , ■ ■ ■ , x'~'q , a^(q + ar) , aj'+'(2 + or) , . . . , a!^{q + ar) 

■2asp + axyq +.OTr , X*p + axy q + {sx z + hx**^*^- fiz + fi')r 

r , mr , x*r , . . . , x^r. 

Combinando le '2xp + ...-, x*p + . . . e queste con le x*{q + ar) troviamo 



,y Google 



che (se non ò 3m = «) è b = 0, e poi che b In ogai caao p=*0 e fi' =^0. Ipflne 
deve essere 

'"■&-^"'»'^- "'"=''■ 

ODde risulta che deve essere m = ». Abbiamo danqae il grappo 
i> , 3 , acff ,...,ar*fl , 
[2, BJ» 1 2ccp + t s/q + ger f x^p + gxyq + KCzr 

{ r , xr , x*T , . . . , a^r 

CI rimane a considerare il caso [1 ,B],. Posto al solito e ^ — e indicanda 

con e la costante 2c, troviamo anziti)tto che la trasformazione infinitesima da 
aggiungere ha la forma 

a;»j) + «ay q + (cxb + I 6ya>/' jf'^-' + (tz -t- ^') r 

dove ? fi p' non dipendono ah da w né da s. Combinando codesta trasformazione 
con la afq e con la 20^ + • ■ • troviamo p = cost = 6,0 che , se non è c=0 , è 
6 = 0. 

In secondo Inogo Si trova fi' = b'y' e latine , per ogni j 

{2mj + t{n-j) - c)bf = 0. 

D' altra parte deve essere : 

onde risulta, ponendo y = x''^t/'^~' 

c = mj + $\n-j), (y " 0, 1 , ... , »). 

Di qol risalta e = mio + «n ed nt; e t% + >/ Ne discende ohe è 6; = se non 
è ntj = (;' = 0, 1 , ... . n) e quindi anche n = ; e che è 6' = in o;;nI caso. 
Abbiamo cosi il gruppo : 

! P ìlj^t ••• ì'^lì 2a:j7 + 8^2 + <m^ + »a)zT , ir*p + sicj/} ■(-("»(, + »n)xzT 
[2 , E], < cc'^y'^ 

\ 0" = 0,I»2,...,n;m<»no + »/) 
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Se è e ;= ei trova eeoz* difScoltà il gruppo : 

( j) , 5 , osg , . . , , iC"} , ìsap + »yq , ae'p + ttcyq , a^y"~^r 
( (J>=-0,1 , .. .,n;m^mj , »»,+,>% + «). 

Per DltlOio coDBideriaiuo il cubo in cai, easendo n = , nt; = 0(7 =:0,... ,n), 
le fìtnzioni fj si rìdocono ad una sola, clie si pub sopporre uguale ad nna co- 
stante. Si trovano con considerazioni assai semplici e dirette 1 doe segnenti 
IjjQppi, il primo dei qaali corrisponde al caso di ss 2, il secondo al caso di 8=2: 
[a , B|, r ,p ,q ,xq , ... , afq , 2ap+sj/q , x*p^eccyqi-cxr , (c(c-l)=0 , ssS} 
[2,B], r ,p ,q ,a:q , aJ'^+cxr ,a:ptj/j,a!V+2a3|/j+(cy+(;,3c)i' ,[ce,(c— 1)(6,-1)=01. 

Ci sembra qui inutile di insistere sulle particolarità corrispondenti a quelle 
cnamerate al n. 11, che potrebbero presentarsi ove i parametri del grappo sod- 
disfaceseero a particolari relazioni ariimeticfae. 

Agginngiamo infine al grappo [1 , C], in cai siasi posto e = -7--, ana trasfor- 
mazione inllnitasima della forma x'p + axyq + z^^t, dove ^^ è indipendente da z. 
Si riconosce Immediatamente che ^, b delia forma b^x. 

Allora deve essere : 



Sostituendo a'jy"'^ a ijj , troviamo che deve essere \=m^+sn ed mj=mg+sj. 
Otteniamo eoe) il groppo: 

I P ,q ,xq , .. . ,afq , 2xp + ayq , x*p + tmq + (mo + »n}xzr 
[2 , C] j afy^-^r 

15. I grappi corrispondenti al grappo abbreviato [3] si ottengano con con- 
siderazioni pressoché identiche a quelle che condacono ai grappi |1,A], [I,B], 
[1 , C]. Ci limitiamo perciò a indicare i risaluti : 

{3 , A), [ q,xq,..., aj'-'a , x'g+r , a!'+'e+(*+l)a!r , . . . , ar*-'^ + ^ - ."'r. ai'-'-'r , 
i ^s-e-iji 

( P . a!j>+(«g+aì*)4+[(e-i;2+ ^^_^j'|' a!'~']r {t < a) 

[3 , A], q,scq, ... , ac*~'s , i> , arj» + («y f a^)q + cr 
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{mt + 2).,.(m, + e-t) 

] ajp + («V + ai*) 3 + ( [m( + 1 + B (n - i + 1) — *1 s + 

^^ ' ^^M 4. (' + l)---f'-') '" _« +..**, „-*v 

I (,m, + 2). ..(«( + «-*] ' ^ ■' 

a:"' y"--' r 

\ (/=0,1,...,B ; !<(<« ; m<mj ; mj+,>mj+8 per JSi ; mi+,>wi(+ 2»— () 

/ i» , S , <r? , . . . , jr'^'g , ap + («y + af)q + czr , x" y"'\ 
(3>B1, , 

' (/ = j 1 1 • • • j " i "* ^ *", i *"j+i > n»^ + s ; c(c — 1) = 

( P , 3 , ir« , . - . , aj*"'? , Wp + Uy + afo) , zr , x" y*^r 
[3. CI j 

( / = 0,l,.,.,n;m^my; my+, g m^ + 8). 

Natnralmente anche qui pei grappi [3 , B] possono presentarsi le particola- 
rità analoghe a quelle indicate al n. 11, parche i parametri > ed m^ reodana 
soddisfatte le coodizioai aritmetiche 1& iadicate. 

16. Passando ad occuparci dei grappi che ammettooo 11 grappo abbreviato 
[4] troveremo anzitatto con le solite considerazioni ii groppo 

Ìjjjrj,..., ic'"'2,x'j + r,a:!*+'4 + (e + l)iCr,.., ,05*2+ — — ~ x'"'r 
2J , yg + er , xj» — ter. 
Un grappo 14 , BJ si rìdnce alla forma (n. 2 , f) 
j + ar , (rg+a,r,...,£B*3+ a,r , 1/9 + (c« + -i:)r , ^ , xp + (*« + ?,) r 
a^y--^ T {j = 0,l,...,n ; mj^,>nv + «) 

dove a , tt, , ... , a, , p, e -]; sono i^ineionl indipendenti da e che dobbiamo de- 
teiminare convenientemente. 



,y Google 



)C 808 )( 



TfsJJcjafYff-^ + ì'Cy), 



dove nella somma tutti i termini fuorché l'ultimo dipendono dalla y. Scegliendo 
allora come nnova z la 



riduciamo -j- a Cntc""*' senza che perciò rimangano alterate eEscnzialmenle le 
altre trasformazioni infinitesime del gruppo: in particolare la ^ resta aumentata 
di nua combinazione lineare a coetRcicnti costanti delle f^r, dalla quale bÌ può 
evidentemente prescindere. 
Allora dalle 

{ x'q + a„r , J/J + (c^ + c„ a? " ) ♦") = x"? + ( ca„ - y ^ ì r 

risalta eli e deve essere 



5 + ar 8i ha :r- s= , ossia 

dere dunque essere 

Risulta di qui cho deve essere, per ogni valore di j da ad n 

{n-j-c^ 1)0/0 = 0, 
VOI., xizix. 1: 
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6 a' = ai/°~*. Se tutti gli Oj-, sono nulli avremo che e non è ancora sottoposto 
ad alcnna condizione ed è a = aj/''*- 

Dalla ■— ^ a deduciamo allora 



o, = 2 «^ a: ' v'^-' + oj/-' + a.\(y) 



J] (n -J - e + 1) fly., X ' p"-^ + y -^ - ^'^ - ^) «»' = » 

ossìa a,' = a,'jf-* e 

(„_;■_ e 4 1) o;., = C/ = , 1 , . . . , n). 

Supponiamo anche qui nulli tutti gli a^.^ e per generalità supponiamo nulli 
tutti gii ay.| , Oy.j , . . . , o^-(_|. SarJi 

e , al solito , dovrà aversi 

onde risulta «'(^a,!/""' ed 

(h - ;■ - e + 1) fl;., = 0" = , 1 , . . . , n). 

Evidentemente uno solo de^li a^, può essere diverso da zero: supponiamo 
sia tale a,.,: dovrii essere allora e -n-i+ l, e quindi 

Ora, Balvo il caso di t = 0, la seconda parte di a, è congrua a zero perchò 

i 
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t<s: per i=0 essa 6 congrua a zero se ( è minore od aguale ad m^: non è 

congrua a zero se t?ta <t. 

Per ora s appo ni amo m^ > «. 

",+' - f 
Avremo allora a, ^ a^ iv ' y"~'. 

Ora, combinando la p con la 3:7» + {bs + p,) r , troviamo =-~ = 0, ossia 

Dalla 

(xp + (bz + ^ì)t , x^q + ai, X * !/""' r) = 

= toi'q + y(m, + 1 - &) o,, X * y"-' - <»' -^j ^ 
risulta che deve essere 

(10) (m,+l-ft-()<»Ha:'"**V''-£(«-Jj^a:'"'*'*' V""^"'-'»'-^ = 0• 
D'alt^a parte per la 
Udp + (i« + yS,) »• t y? + ((n - * + 1) « + Cn <» * )n- 

= ["„('«„ + 1 - 6) oc • + (n - i + 1) /S, - ff -^^J r 
deve essere 

Di qui rÌBulta l^^' ^ b,' y"~'*' e che le costanti bj sono tutte nullo, eccet- 
taate al più le 6j., e d„, la seconda delle quali deve soddisfare alla relazione 

e» ("»„ + 1 - 6) + ft„ (n 4 1 - i) = 0. 

Allora la (IO) diventa 

(»i, + l-& -<)«/,»"**' »""*-{» - t+i)*(_,a;"*-'**' y-'^O. 
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Dovremo quindi avere o 6(,, = fl 6 = tBi+l— i, oppure m( = mf_, + t 
ed (m-f + 1 - & - (j a„ - (« — (■ + 1) 6,_i = 0. Quest'ultimo caso può verificarsi solo 
per t = I. Esaminando il primo caso, avremo, indicando con e una costante, 
c^ = e (n + 1 - t) , t>„= e (wij — m, - () e quindi la trasformazione infinitesima 

£Cp + r tm, + 1 - () B + e (mj - m„ - t) a: " + b,' y"''** j r. 

Combinando questa trasforuiazione con la a"g + a„r (u>() troviamo che 
deve essere 



ai) 

L'ultimo tennlne ee , come abbiamo supposto , è «i^ > « , è in ogni caso 
congruo & zero. Tenendo conto di questa relazione e dell'altra y ~ ^ (» -- t) o„ 
troviamo 

(i+ l)(( + 2)...C(+«)a„ V"*' „+i / n ,^ 

a. ^^ — ~— oc V (u = , . . . , s — il, 

"'*" - (mi+2Km, +3} . . . («i+u+1) S V , , J 

Combinando fra di loro le te'"' q + a,.,r , a:*q + a,r troviamo che non pu6 
essere o„ ~\= so non b m,^, > m^ + 'is — (, 
Abbiamo dunque intanto il gruppo 

icq , . . . , x'~*q , tc'g + «B • y""* r 

y? + (n - t + l)(e + ex ■ )r , 
p ,xp + I (wij + 1 - ti B + e (»»{ - m„ - t) aj " ir 
a," y»-J^ 
(j=0,l,...,n ; m<mj ; tnyn>m^+« per Jst ; m(^,,>m(+2»— () 

17. Passiamo a considerare i casi particolari esclusi dianzi. Questi si pre- 
sentano quando è i = o t = s. 

Supponiamo dapprima i = 0. Allora, come risulta dalla (10) , pud comparire 
in ^, an termine b'y"*^, parche sia, come risulta dalla (11), mQ>ff. 



14, B). 
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In secondo laogo sapponiamo ancora i = 0, ma m, < s. Allora 6 chiaro dal- 
l'espressione ottenula per la e, nel nnni. prec. che / è ugnale almeno ad m^ + 1. 
Avremo ad ogni modo ir, = «j a;"""" y' , ed è allora manifesto che da questo 
poDio in poi valgono senza mutamento gli sviluppi del n. prec., e si ottiene il 
grappo [4,B], in cui siasi posto i=0. 

Sia iu secondo luogo t = a. Allora, come abbiamo viato , può essere anche 
&i_( =|- 0, purché sia m,- = mi(_, + « ed (mj + l — b — t/ a^, (n - t i- 1) &_, =0 , 
cioè indicando con a una costante a,, = a{n -i+ l , 6/. ,=a (m, + l - b - t). Ab- 
biamo allora il gruppo 

I q , Xq, . . . , af^q , iT'g' + a (» — i + 1) aj""!*' 1/""' r , 

I {F|H-[fc3+c(è,-m„-l)a:"„"*''+o(m(+l--<-6)aj'"(~''^' y"'*"!*" 

;) , yff -f (n — t + 1) (8 + e x"„+') r 

\ {j = , l ,.. . ,n ; m<mj ; tn^^., > m^ + s)- 

Anche qui sotto la solita condizione potremmo avere in fi un termine 
b'y"*'. 

Da ultimo osserviamo che sin qui si è implicitamente escluso il case in 
cui siano tutte nulle le «„ ; è manifesto che in codesto caso le costanti b, e, 
possono assumere valori arbitrari. Invero dalle 

?i!i^o, '^^0, -iso, ^EO 

ax ay dx dy 



[4,B], 



Combinando le xp + Jjz -^ js^r , yq+ (cz + '{)r con la x'q si trova che non 
può essere bj=\-0 se non è mj^, > mj + g ; cosi non può essere 6' -i= 0,c' =]= 
so non è mg>ff. Supponendo soddisfatte codeste condizioni, combinando le 
xp + {bz -i- fii) r , yq i (cs + t) r troviamo che deve essere 

^[cj{mj+l~b} ■ bjOi-j - c}]a;V'!/''"' + [&'(c-«- l) - c'bjy-^' =0 , 

osala 

Cj(m^ + l - b, - b-{n - j ' e) = , 6'(o - »- 1) -c'b = 0. 
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Supponendo che b e e ntn rendano soddisfatta nessuna particolare relazione 
aritmetica avremo se le a,aj sono «+1 costanti, non Deceasariamente diverse 
da zero , 

bj = aj(mj+ l — b) , cj= aj{n-j -e) , b' = ab . c' = o(c - » - 1). 
Abbiamo cosi il gruppo 

[* ^ B]i ] P , yq + (cz+ 2^ n^(n-j-c)a!"y^' y'"-'-ia(c- «-1)1/"+' Jr 

\ y=0, !,.,.,« ; m<mj ; m„>8 , mj^.,>m^ + ') 

Se è e = n — i , hi rimano arbitrario e possono succedere due casi , bo- 
condo che, è 6 = n»j+ 1, e allora C; b arbitrario, oppare b=\=mi+l e allor» 
è Ci = 0. 

16. Ridotto al solito il grappo [i , C] alla forma 

q + zar , xq + z a,r , ... , afq + za,r , yq + z^r , p -i- zfir , xp + z p,T 

tr , fj{a!,y)r lj=l ,2 ,.. . ,h) , 

(love le a ,a, ,... ,a, , ^ , ^, ,-f sono indipendenti da z, stano condotti a consi- 
derare il gruppo 

r , g + ar , xg + a^r ,..., afq + n^r, yq + fr , p + ^r , Xp + ^,r. 

Ridotti fi a zero e a alla forma air, si trova 

Ba, da, 

~ = («(_, + cost , e 5-! ^ cost , 
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-r^ = per t = 1 , 2 ,...,«— I o a, = a,y + a', (a;) : 



cosi troviamo 



Scelta allora come ntiova z la z — b',x riduciamo /f, a 6, j/. Cosi dalle 

=-i = cost , -^ = ax + coBt 
dx ' dy 

ricaTiamo o=0, e ■* = ex-^c'y, e scegliendo come Ddova z la « — c'j/, ridu- 
ciamo e' = 0. Infine dalla 

{xp Jrhyr , yq i e or) = (ex - by) r 

dedaciamo e = , b = 0. Allora dalle relazioni 



dx ^"' dee ' 'da 

concltidiamo a, = 01, = . .. = a,.i = a', = 0: infine la (a:p , a!*2 + a, j/r) = • 37*3 ci 
dice che è o, = 0. 

Dopo ciò poBsiamo assumere il gruppo [4 , C] sotto la forma 

zr , q , xq ,...,afq , yq , p , Xp , ^j(x ,y)r 

Dalle congraenze 

^^o,?Ì!^o , <^p^o .xp^o .yp^^.o M 

Sx dy Sy ' dx ' " dy ^^' 

risnlta senz'altro che le <fj hanno la forma 

a!"" y''^ (»» < «ly , mj^., > Wly + s). 
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Abbiamo danqne il grnppo 

Ìq , xq ,...,3^q , yq , p , xp , er , x* y*^ r 
(j = , 1 , . . . , n ; t» < fl»y ; «1^+, > m^ + «j 

19- I grappi cbe ammettono il grappo abbreviato [5] si ottengono da quelli 
che corrispondono al grappo [4] aggiungendo a ciascano di essi ana trasfor- 
mazione infinitesima della forma x*p + » Xy q + ^^(ie ,y , z)r. 

Si ottiene cosi, con ridazioni applicate glh più volte prima d'ora, il gruppo 

( p ■ q , xq,... , x*~*q , ixfq + r , a'^'g + (i + l) a;r , . . . , 

[5 , A] , («-()' 

\ ap-ttr , yq + er , x*p + e iPj/ j + (g - 2f) xz r 

Pei grappi [5 , BJ sappiamo già che la trasformazione infinitesima da ag- 
giangere ai grappi [4 , B] ha la forma a;*p + sxyq + \ ji,(a: , y)z + [i\{x ,y)]r. 
Occupiamoci anzitalto del grappo [4 , B],. Dalle 

{p,X*p + BCCyq+ifitZ^ fi\)rj = 2 XP + «y J + (^* 2+ ■^-) r , 

{q,x'p + Bxyq + {iìtZ+fi't)r) = sa;q+ (S ^+ iy)^' 

e quindi 

f 1 = [ 2 (m^ + « - + < (n - t + 1) ] a; + 6, 

Poi combinando \g xp ■\- . , . e a;*p y , . . concludiamo b^ = 0. 
Allora per le funzioni r,- avremo la coedizione 

o:»^ + «i;i/^-|'-[2(m,+ l-*) + »{n-i + l)]a!9/ = [?] , 
Ossia per le funzioni caratteristiche x ^y"'' 
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Infine 

mj + a(n- jì-2(mi + l- t)- a (n~i+ l) = 0. 

Di qni per j=- i ricaviamo che deve essere 2 (t— 1>= m,- + «, il che richiede 
sia t = 0, *n, = 2 (( — l) — # < «: inoltro gli altri mj devono essere tali che 
Bij^, = mj-i a = m^ + (j + i) t. Allora m,=m^ + s non è maggiore dì wio+2<— '-1 
se non per * = ■ , e quindi m^ -= » - 2 , TOj = (; + 1) « - 2 ed « > 2. 

Abbiamo allora nel grappo le dne trasformazioni infinltealme 

ap ~[z ■i-c:» + l)8aj<""J'"*lr , y? i- (m + l) | e + e a.-**"'*"' ] i*. 
Ora deve essere , siccome « > 1 , 



p',--c il"*"' + 2 » ; ^''" y"' + '" s"*'- 

Ua combiuando le x^ + ... e xV + . . ■ riaalta che talte le b'j sono nulle. 
Allora dalle 

(<r- '4 , «"il n il» J + (l » (n + 1) - 2 1 w - ca!l"*"'+yy+') A == 

= i»'2 + (» + 1) 6" x*"' y" r 
- e otteniamo inflne il gi^ppo 
: q ,a;g,... ,a!^V»x'« + ax*"'j/"»* , xp-{z + c(n + 1) saf'"*""') r 
1 ? , !/J + (» + 1) [ » + CX-l""-' ) r 
|S _Bj^ . at']> + «I!V3+[(»(» + l)-2)a» + —^— cos'I"-"] r 



( j = , 1 , 2 , ... , n ; ni g y + 1) » - 2 i • > 2 ). 
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Nei cftso A] t=:g dobblumo considerare ancbc il groppo [4 , B],. 
Procedendo come poc' anzi ai trova anzjtatto ,3^ = [ 2& f « (n — i + !)]£■? 
onde risalta 

mj + «(«-;■) — 2 * - » (ji — » 4 1) = 

e quindi 6 = — ; ed m^ -i m, ^■J», Kntrano allora nel grappo le tra- 

BfomiazioDi infinlteBime 

asp + / "■) + *^(' - ') , _ ,c („ _ i ^. ij a.-.»-*i + 



Ne risalta sabito 



>c (n — i + i) — ,.. .. _ .,,( .... _ j.. 



Basta allora combinare le iv/> H- • • • > «l'V + • • ■ per conclndere che deve 

essere --* — r-^^ ^ = — 1 , osBia i = 0,mfl = «-2e ricadiamo sai caso or 

ora considerato. 

Passiamo infine al grappo [4 , B],. 

„ , .. , . . TU. + «I — 2& 
Nel solito modo si trova lìiy = «i, + a; , e = — ^ — , e 

Combinando le xp + . . . , x*p + • ■ • , e le yq-\- . . . , x*p + . . . , troviamo 
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che deve eeeere 



bbj = , ft't26-m, + »] =0 , {b + \\, 

onde rlBalta che se 6 è diverso da zero, Io h- sono tatto naile, avendosi di pia 
è' = se 6 =1- — J, e fr' arbitrario con m„ = « - 2 se 6 = — 1. Se poi 6 è nullo 
è tale anche b' e le bj rimangono arbitrarie. 
Otteniamo cosi rispettivamente i grappi 

( 9 t ^g t > 35'} 

? . W + 7 (e»»» + «a - 2 b)t -J] a/m, f «; - 2 6)x"'»+<'"+* y"~-'r 
+ a (mo - 8 - 2 6) y-^'j r 
ir'p 4 «asi/j + Km^ + sii)xz + ^ a^a3"o''*'**y""-'+n(ni(,-«)y"~'a;J r 



I 



. . , n ; m < m, + yj. 
q , Xq , ,a 



[» , B|, 



? , V« + ((» + 1) » - 5] «jW t ') *■"'"-' »"-') r 

+ [(.,11+1) - 2) ara + 5]iija;"'*'i v"-'-2aa! ìf'th'if"^ r 
(Ì-0,\ » 1 m<y+ l)«-2) 
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q I sBq , . . , , x'q 
oop + 2^ aj {m, + «/ + Ucc y*'' r , 



0' = , 1 , . . . , « ; m < t»o + «j). 



Aggiungiamo infine al gruppo [4 , Cj ana trasfbrmazione iiiflnlteslma delta 
forma a?p + »x^ 9 + ^i (a^ > V) "*■ Combinando con le p , ^ , x/> troviamo j3, = to, 

e poi combinandolo con le a) ^ j/"'' otteniamo 6 = m, + •» , m,- = m, + «t • 
qoindl 11 RTuppo 

/ q,xq.... , ac"} ,■ ys , p , ii'i' , x*p + « ary s + (m, + «») awr , «r 
(5 , C] x" v*"* •■ 

' ( / = , 1 , 2 , ... , » , « ^ m, + 8^) 

(continua) 
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ir. CONCETTO D'INFINITESIMO 
E LA SUA APPLICAZIONE ALLA MATEMATICA 

SAGGIO 8TOBI0O 

DI 

GIULIO VIVANT l. 
(ConttnuaEione e fine vedi voi XXXVilT pag.Ì65-3li). 



PARTE SECONDA 
L'applloaiioae dell' InflnitMimo alla matsmatloa. 



CAPITOLO I. 
Metodo d'eiaìtttione. 

Sebbene in qnesto metodo non flgorì' sotto alcuna forma il concetto d'infl- 
nitesimo, tattavia conviene qui farne cenno , specialmente per mettere In luce 
In quale relaziono esso si trovi coi metodi posteriori. 

Tra i molli pregiudizi che le ricerche recenti banno sfatato, v' ba quello 
che la matematica greca sia naia perfetta, d'un tratto solo, quale la troviamo 
negli Elemetiti d'Euclide, con tatto l'ordine e il rigore logico che distinguono 
quest'opera immoi'tale. Oggidì ci6 non è più ammissibile, come non può credersi 
che le dimostrazioni euclidee, in cui al rigore logico sono aagriflcate la couei- 
Bione e la naturalezza, segnino le vie per le quali si giunse alla scoperta dei 
verì geometrici ; ed è fuor di dubbio che la matematica greca, quale noi la co- 
nosciamo, è l'opera di scienziati relativamente meno amichi ohe , raccogliendo 
e riordinando i risultati ottenuti dai primi scopritori, vollero farne un tutto da 
cai fosse esclusa ogni considerazione e dimostrazione mcn che rigorosa. Cosi 
è cbe giammai l'idea d'inHnlto compare esplicitamente nella geometria antica. 
Eppure questa Idea 6 cosi connaturale alla mente umana, anzi s' impone con 
un tal carattere di necessitft nelle ricerche che appena si elevano al di sopra 
delle pm elementari, che è da stupirsi come la sua assenza non sia stata notata 
con meraviglia, quale fatto strano e degno di studio. Senonchè un dato storico, 
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apparentemente di poca importanza (') , ce ce dà la spiegazione , mostrandoci 
come anche agli antichi Greci l'infiuilo sia apparso qnalo prezioso saBSidio per 
le ricerche geometriche, e come solo più tardi, per ragioni, che non è difficile 
rintracciare netta storia delia filosofia greca, essi abbiano (Creduto' opportuno di 
abbandonarne l'uso. 

Antifonte (Sec. V av. Cr.' , — cosi narra Simplicio, un commentatore del 
Bec. VI dell'era nostra (*), — inscrisse la un cerchio an quadrato, poi un otia- 



(') Al quale se ne potrebbe aggiungere un altro, e cioè la questione solle- 
vata da Democrito (aec. V av. Cr.), se due sezioni parallele vicinÌEsime d'un cono 
sieno eguali o disegnali. V. Loria, Le icienee etatle nell'antica Grecia, L. I p. 63; 
Ambros Stiirm, Bemerkungen tur Gesck. d. aUgrìeckischen Gtom. in Festachrifì; zum 
sisbzigsten Qeburtstage M. Cantora, Leipzig 1699, p. 485-490. 

("*) Ecco la traduzione del passo originale, tolta dall'opera testé citata di 
Loria (p. 76-77) : « L' errore Ai Antifonte non si pnft dimostrare geometricamente 
<t perchè, come faremo vedere, egli non si è servito di principii geometrici. È suf- 
« ficìente infatti analizzare quei ragionamenti cbe, poggiando su principii soienti- 
<: fici riconosciuti, guidano a nuove conclusioni, mentre a bulla giova l'analizzare 
« quelli in cui tali principii sono posti in non cale. Antifonte, dopo avere tracciato 
1 un circolo, vi inscrisse uno di quei poligoni cbe sì sanno inscrivere; sìa questo 

< ad esempio il quadrato inscritto. Dopo avere poi bisecati tutti i lati del qua- 

< drato, pei punti di divisione egli condusse delle perpendicolari a queste rette 
« fino ad incontrare la circonferenza ; evidentemente queste rette bisecano ì corri* 

* spendenti segmenti circolari. Poscia egli congiunse i nuovi punti di divisione 
' agli estremi dei lati del quadrato , onde sì ebbero quattro triangoli e la figura 
e inscrìtta divenne un ottagono. Similmente egli bisecò pure i lati dell'ottagono , 

* condusse ad essi le perpendicolari nei punti medi iìno alla circonferenza; con- 
te giunse con delle rette ì punti cosi determinati sulla circonferenza alle estremila 
« dei lati ed ottenne cosi il poligono inscritto di sedici lati. Similmente bisecando 
« ancora i lati di questo poligono inscritto e conducendo della altre rette , formò 
■ un poligono di un numero doppio di lati ; continuando a ripetere la stessa opc- 
<■ razione finché fosse completamente esaurita la superficie, asserì che in questo 

* modo risulterebbe inscritto nel cerchio un poligono i cui lati grazie alla loro pic- 
« colezza ai confonderebbero col contorno del circolo. Ora per qualunque poligono 

< noi possiamo costruire un quadrato di eguale superficie, come viene insegnalo 
( negli Elementi ; per ciò , essendosi al circolo già sostituito un poligono equi- 

< valerne il quale fu surrogato con un quadrato eguale , noi possiamo costruire 

* un quadrato eguale al circolo. — Qui l'argomentazione è manifestamente contraria 
« a' principii geometrici ; ma non già, come afferma Alessandro (d'Afrodisia), per- 

< che il geometra assume come principio che una retta non può toccare un cerchio 
« che in un punto, mentre Antifonte vi contraddice; infatti il geometra deve, non 
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gono, DD poligono ài 18 lati, etc. , ed asserì che cosi oontinaando risalterebbe 
ìiiEcrìuo bel cerchio qd poligono ì cui lati, grazie alla toro piccolezza, più non 
si distìDgacrebbero dalla circonferenza. Qui è evidente il concetto d' ana serie 
di oporazioiil coniinaata all' infinito sino a che circonferenza e periiaetro del 
poligono vengano a confondersi rigorosamente e a non essere più cbe una sola 
cosa. Ed infatti il commentatore malignamente osserva, che l'argomeutazione 
di Antlfonte 6 inesatta, ma ciie , non essendo essa fondata sa princìpi geome- 
tricij non si può dimostrarne l'erroneità geometricamente. 

Era cosi aperta la via che condnceva alla quadratura del cerchio; occor- 
reva però sgombrarla da ciò che agli occhi dei Greci , man mano che andava 
fra essi sviluppandosi il gusto delle ricerche filosoflcbe, appariva ognor più 
quale un inciampo (';. Gii i paradossi di Zenone (sec. V av. Cr.) avevano 



■ assnmerla, ma dimostrarla. Invece è meglio dire essere una verità che una retta 
( non può parzialmente coincidere con una circonferenza , giacché una estema ìn- 

< contro il cerchio in un solo punto , una interna in due punti e non più , onde 

< gì' incontri hanno luogo soltanto in punti isolati. Inoltre continuando a bisecare 
( lo spazio compreso fra le corde e l'arco, esso non verrà mai esaurito, e noi non 

* raggiungeremo mai la circonferenza anche continuando la divisione all'infinito. 
( Perchè ove oìò accadesse andrebbe perduto il principio geometrico cbe le gran- 

< dezze sono divisibili all' infinito. E anche Eudemo dice che questo principio à 
( stato posto in non cale da Antifonte >. 

À tale proposito scrive Montucla {Hìatoire des recherches sur la quadrature, 
du cerele, uouv. ed. , Parigi 1831, p. 44) : ■ Uais cette idée > (quella di ÀntifonCe) 

< fut mal accueiilia des anciens ; le tempa n'était pas encore vena où l'on oserait, 
e qu'on me permette ce terme, envisager de face l'ìnfini. Au surplus, c'était une 

■ idée stèrile dans ce temps-là *. 

(') * Da... seibst der grOsste Dialektiker des Alterthums nicht im Stande 

< war, arie dem Begriffe des Unendlichen anhnftenden Dunkelheiten zu beseitigen, 

< ja durch cine eigenthUmiichs nationale Bescbrftnktheit seibst sich in neub 

< Scbwieriglceiten verwìckelte, ist es begreìflich, dass die griechiscben Mathema- 
« tiker, nachdem durch die Paradoxìen der Eleaten dies Feld einmal der Dialektik 

< anbeimgefallen war, alien diesen Schwierigkeiten aus dem Wege gingeo, iodem 

< sie eìn fflr allemal den Begriff der Ver&nderung uud Bewegung aus der Wissen- 
« scliaft verbannten, ebenso den dea Uuendlichen, auch des potentiell Unendlichen, 

* alao dea nnendlich Wachsenden oder uneudlicb Abnehmeacten, den sie durch den 

■ des beliebig Orossen und Kleinen ersetzten >. Hankel, Zitr Gesckichle der Ma- 
thematik in Alterthum und Afiltelalter, Leipzig 1874, p. 120. — « Die griecfaiscbea 

* Hatbematiker werden gewiss aus dem Veihaltoiss der Vielecke sofort mit vClli- 

< ger innerer Gewiasheit auf daa eutsprechende der Krcìsflachen geschlohaeii haben; 

< ìadessen war diese innere Gewiasheit ibnen nicht genilgond; sie strebten nach 
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aperta la gnen-a contro l'idea d' Infinito ; ora stava per sorgere nn nemico ben 
più terribile, Aristotele (384-322 av. Cr.), la cui potenza doveva dorare ben venti 
Becoll. Fa allora che Endosso (409-356 av. Cr.?) (') introdusse l'uso sistematico 
dfli metodo d' enaustione, il quale divenne ben tosto uno degli strumenti più uni- 
versali della geometria greca, e non solo continuò, variando soltanto di forma, 
a dominare nel campo dell'atra matematica sino alia. Ecopcria ed alla diffusiouc 
dei nuovi metodi, ma fu usato anche più tardi da autori troppo timidi o scru- 
polosi, come il Mac-Laurin. 

Questo metodo può servire ad un duplice scopo : risoluzione di problemi 
e dimostrazione di teoremi. 

Come mezzo di risoluzione esso consiste in ciò, cbc per determinare una 
grandezza non direttamente calcolabile si costruiscono due serie di grandezze 
tali che due elementi corrispondenti qualunque delle due serie comprendano tra 
loro la grandezza incognita , e che la loro differenza vada indefinitamente di- 
minuendo man mano che si procede nelle serie stesse. 

Come mezzo di dimostraziune, il metodo d'esanstione cerca di stabilire la 
relazioni esistenti fra grandezze non direttamente calcolabili, dimostrando ohe 
le atosse relazioni esistono ira, grandezze prese io modo da diflerìre rispetti- 
vamente dalle grandezze considerate di tanto poco quanto si vuole ; e a tal 
uopo ha bisogno di fondarsi sul cosidetto postulato d' Archimede (ossia sulla 
prop. 1' del L. X degli Elementi d' Euclide) e di ricorrere alla riduzione al- 
l' assurdo. Come esempio prendiamo il teorema , che i cerchi stanno fra loro 
come ì quadrati dei loro diametri. La dimostraziono che no dà Euclide l'i 
può riassamersi come segue : Sieno C, , C, le arce dei due cerchi, D, , I)| i loro 

diametri, e suppongasi dapprima ^ = -iri t^ove E < C,. Allora in base al po- 
stulato anzidetto può stabilirsi essere possibile inscrivere nel secondo cerchio 
nn polìgono regolare P, la cui area sia maggiore di E. Ma, se P| è il poligono 

D,* P, 
simile a P, inscritto nel primo cerchio, si ha =-1^ = tt / quindi P, > C,, cift che 

è assurdo. Analogamente si ragionerebbe nell' ipotesi E > C,. Dunqtie, poiché E 
non può essere né minore né maggiore di C^, esso dev'essere eguale a C^; e 

quindi SI ha -~ = ^ . 



« einem unangreifbaren, logisch vfillig strengen Bewelse, der hier , wo der Weg , 
e auf dem sich der Hatz genetisch ergab, nicfat nnangreifbar var, nor «in iodi- 
< recter sein tonnte >. Ivi, p. 123. 

('} V. l'importante monografìa di Kttnssberg: Der Attronom, Ma^ematiker vni 
Qeograpk Eudoxos voti Knidot, Progr. der Realschule DinkelsbUhl, 1888, 1890. 

('} Euclide, Elementi, L. XII prop. 2. — V. anche Ktinesberg, 1. e. 
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Gli ammirabili rleultatì ottenuti, od almeno stabiliti (*), da Arofafmede col 
metodo d'eaaastione sono troppo noti perchè occorra qal arreatarvìBi. Sarebbe 
del pari inutile al nostro assunto Begnire la traccia di questo metodo attraverso 
l'antichità e il medio evo ; e a qnesto proposito basti accennare (*) come Luca 
Valerio (1&52-1618) aia stato II primo (') il quale abbia posto (1604) sotto for- 
ma generale il processo di dimostrazione che gli antichi ripetevano in ciascun 
caso particolare, raccbìudendolo in alcuni notevoli teoremi, e come il bqo esem- 
pio sia stato seguito , a breve distanza , da de Saint- Vincent nel 1647 (*) , da 



(') È opinione di molti scienziati che i procedimenti di dimosti'azione di Ar- 
chimede sieno diversi dai procedimenti di scoperta da lui aaati. V. Loria, Le scienze 
(jaffe tieU'antica Grecia, L. IT, ìfodena 1895, p, 134. 

(*) V. Ofterdinger, Ueber den Zusammenhang der EucUdiachen Lehre von den 
geometrìichen Verhallniesen mit den Anfangen der Exhaugtions-Melhode, Jahres- 
hefte des Vereins fOr Math. und Naturw. in Ulm, 1869. 

(*) Yalerio comincia collo stabilire che, data una figura piana qualunque, ae 
ne possono costruire due altre, la prima circoscritta, la seconda inscrìtta , formate 
ciascuna dì un insieme di rettangoli d'eguale altezza, e tali che la loro differenza 
può farsi piccola ad arbitrio (De centro gravitati» soUdorum libri tres, II ed., Bo- 
logna 1661, pag. 13} ; <( Omni iigurae circa diamelrum in alteram partem deficienti 

< figura quaedam ex parai lelogrammis aeqaalium altitudinum inscribi potest, et al- 
c (era circumacribi , ita ut circumscripta superet inscriptam minori spaoio quanta- 

< Gumque magnitudine proposìta. Seniper autem in similibua ìntellige, eiusdem gè- 
( neris >. — Analogamente pei solidi (ivi, p. 23): « Omni solido circa axem in al- 

< teram partem deficienti, cuiua basis sit circulus, vel ellypsis, fignra quaedam ex 
I cylindris, vel cilindri portionibus aequalium altitudinum iuacribi potest, et altera 
* cìrcumscribl , ita ut circumscripta superet inscriptam minori excesau quacumque 

< magnitudine proposita >. — Seguono tre proposizioni (ivi, p. 69, 72, 74), le quali 
stabiliscono ciò che si esprime brevemente in linguaggio moderno dicendo che il 
limite d'un rapporto è eguale al rapporto dei limiti. Ecco l'enunciato della prima: 
«Si dnae magnitndines una maiorea, vel minores prima, et tertia minori exceasn, 
■ vsl defectn quantacumque magnitudine propoaita eiuadem generis cum illa, ad 
« quam rofertur, eandem proportionem habuerint, maior vel minor prima ad secun- 
« dara , et una maior vel minor tertia ad quartam ; erit ut prima ad secundam, ita 

< tertia ad quartam ». Mediante queste tre propoaizioni , dimostrate , come è natu- 
rale , per mezzo della riduzione all' assurdo , e quelle precedentemente accennate , 
Valerio ai trova in grado di stabilire direttamente le proprietà delle linee e super- 
ficie cnrve. 

(*) « Ne idem dìecursus in singulis prò posi tieni bus labore inutili et cum mo- 

< lestìa lectoris repetendus esset, placnit totnm ezhaustionnm negotium hoc loco 

< terminis universalibus proponere ac demonstrare ». Gr. de 8. Vincent , Opus 

VOL. XXZIX. 41 
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Tacqnet nel 1651 (<) e da Kenaldini nel 1668 ('). È invece importante per la. 
Btoria della figliazione delle idee esaminare quale nesso estata tra il metodo 
d'esaustione e quelli che sorsero a sostituirlo in epoche più recenti. 

geometricum, p. 740.— Anche più addietro (p.739) l'aatore adopera la voce exìiaurire 
che ha dato il nome al metodo : e Cam igitnr in propositionibua prozime praece- 
e dentibns demonstratam sit, parallelo pipeda ita posse multiplicarì nt corpora ipsa 
« quibns inscribuntnr eihaurìanti, hoc est at ex ile ablata relinqaant qaantitatem 
« data qualìbet minorem : ipsa etiam corpora inter se aequalìa <3S9e necesse est >. 

(') Tacquet parte dalla definizione seguente (Cylindrica et annularia , 
Opera mathematica, II ed., Anversa 1707, pag. 448): « Magnitudo quaevis per in- 
« scripias sibi magnititdines exhauriri dicitur, cum inscriptae magoitudines ab ipsa 
« deficere tandem possunt , magnitudine data minori , hoc est qnantomvis parva » 
Pone poi a base del suo metodo il eegueate teorema poco diverso da quelli di Va- 
lerio (ivi , p. 449) : t Qatae euat binae quantitates A et B , sive snpsrficiea , sive 

< corpora : data sit item ratio quaecumqae E ad F. Si quantitatibus A et B alìae 

< atque aliae magnitudines sine termino inscribi possint, quae et eam semper Inter 

< se rationem servent, quam E ad F, et quautìtates ipsas A, B exhanriant, hoc est 
« ab ipsis defioiant defacta quantumvis parvo. Erit quantitas A ad qaantitatem B, 

< ut E ad F >. 

(*] Benaldini propone un nuovo metodo , per derrescentiam exceèsus atque 
defectua in infinitum abeuntem , che nella forma non difTerisce molto da quello di 
Valerio. Esso è racchiuso in una serie di proposizioni, di cui riporto qui le due 
prime quale esempio [De resolutione et compositione mathematica, pag. ^77, 278): 

■ Si quotcumqne fnerìnt quantìtates, e quarum singulis partes iu eadem ratione cum 
« illis acceptae sint. Dico has posse, per euvE^Et^ Ènau^iJoEt;, continuala incrementa, 
« semper ac semper ab illis minus deficieudo, tandem deficere defectn minori qna- 
s cumque data quantìtate, rationem eandem inter se perpetuo servantes. — Si quot- 

< cumque fnerint quantitates , a quarum singulis partes acceptae sint, quae per 

■ cuVE/£Ì( iziiviri<3ìli, continuata incrementa, semper ac semper minue deiìciendo ab 
« illis, deficiant tundem defectu minori quacumque data quantìtate, rationem eandem 

< inter se perpetuo servantes. Dico quantitates illas in eadem esse ratione cum 

< istis >. — In base a queste proposizioni ecco come si dimostra il teorema sul rap- 
porto di due circoli (ivi, p. 282): <c Circuii inter se sunt qnemadmodum a diametris 
« quadrata. — Quouiam sunt duae quantitates, nimirum circuii, a quibua partes, 
<; videlicet similia pol;gona, sunt acceptae, quae per continuata incrementa semper, 
« ac semper ab illis minus deficiendo, tandem deficere possuat defectu minori qua- 
« cnmqne data qnantitate, perpetuo servata eadem ratione, quae est inter diametro- 
« rum quadrata ... ; ergo ex generali hujus Metodi Theoremate secando , circuii 
« erunt inter se, ut a diametris quadrata ». 

L'analogia evidentiasima del metodo di Beualdiui con quelli moderni, e ape- 
cialmente col metodo dei limiti, darebbe diritto all'inventore di esao d'essere an- 
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Parecchi, e tra questi alcuni dei piti illustri fondatori della nuora analisi , 
asserirono essere i metodi moderni in sosianza identici al metodo d'esanstione.- 
Keplero (1571-1630) crede di farsi interprete del pensiero d'Archimede dicendo 
che il cerchio pttò considerarsi come una somma d'infiniti triangoli isosceli col 



noverato tra i fondatori della nuova analisi. Senonchè a tale diritto egli stesso rì- 
DUDcia ; anzi lo respinge sdegnosamente, dichiarando in modo esplicito, ad evitare 
ogni equivoco, che il suo modo di vedere è in tutto conforme a quello degli antichi. 
£ poiché le sue parole mettono assai bene in luce il confronto tra ì due punti di 
vista antico e moderno , sul quale mi sono alquanto arrestato nel testo , non sarà 
inutile riportarle qui per esteso (ivi, p. 276-277) : « Qaoniam nostra methodus prae- 

< sertim locum obtinet io £gnris circulo inscriptis et cìrcuuiscrìptis, cuidam prop- 
c terea videri posset hanc niti resolutioni fìgurae tam inscrìptae quam circumscrip- 

< tae circulo in ipsnm circiilam. Hoc autem incaute si nos explìcemus, pognantia 

< videremur admìttere; propterea quod poligona circulo inscribi possnnt, et cir- 

< cumscribi, ordinata quidem in infinitum, ita ut non tot sint quin plnra. Cam hoc 

< autem progiessu in infinitum nequit oohaerere desinentia , qua diceret quispiam 

< polygona ipsa tandem in ciroalum desinerò. Nec illud est plausibile, quod tamen 

< nonnullia arrisit, nimirum desìnentiam esse in polfgonum infinìtorum laterum , 

< cuiasmodi ciroulus esse videri posset: hoc euim haud minus repugnat, propterea 
t quod circulua id sibi vondicat, ut rectae ductae a centro ad singula peripheriae 

< pancta sint inter se aequales: polygonum autem sive constet angulis, et lateribua 
•: numero infinitis, sive finitis ; hoc profecto habet, ut angulis, lateribusque constet; 
« hoc enim sonat nomen illud polygonnm. Si namque constai angnlis, aoguli con- 
t tìnentur lateribus ; ergo , et angulis , et lateribus constare debet ; quae quidem 

< figura praecjpuum illud habet, quod rectae omnes a centro ductae ad vertices sin- 
c guloruin angulorum, sint inter se aequales, et quae perpendìculares ab eodem cen- 
« tro ad singula latera ducuntur, sint itidem inter se aequales (loquimur entm de 

* polygonis ordinatis) ; at vero unaqnaeque ducta a centro ad verticem angnli 

< maior est ea, quae ducitur ab eodem centro perpendicnlaris ad latus; non itaqne 

* omnes illae ductae a centro ad polygoni ambitnm, sunt inter se aequales, poly- 
•: goni igitur ambìtus esse non poterit circuii oircnmferentia. Non est itaque circu> 

< Ina polygonum infinitorum laterum.— Illud etiam accedit, quod infinitum huius- 
' modi, multitudo sciticet angulorum, quibus polygonum constaret, foret in actu, 
«hoc autem infiniti genus nunquam agnovit Natura. — Nostra igitur methodus^ ut 

< robore constet, haud indiget huiusmodi desinentia, quasi circnlus intrinsecus iltius 
x progressionis in infinitum sit terminns, ssd potius terminus quidam extrìnsecus, 
t ut polygona per sui incrementa, si fnerìnt inscripta, et per decremeuta, si fnerint 
« circamscripta, multiplicatis angulis atque lateribus, differre possint semper a cir- 

< culo minori quacunque data qnantitate >. 
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vertice nel centro ('). — Roberval (1602-1675) dice di aver tratto da Archi- 
mede il genne della soa teoria degli indivisibili (*). — Ferraat (1601-1665) ri- 
guarda il proprio metodo come identico a qaello archimedeo, eatvo la soppres- 
sione dell'ultima parte, cioè della riduzione all'assurdo {',j. — Wallis e Pascal 
(1623-1662) ritengono la teoria degli indivisibili una semplice modifleazione del 
metodo degli antichi (*). —Leibniz stesso dice dpelutamente non essere il suo 
metodo se non un' abbreviazione di quello d' Archimede (*). — Newton presenta 
i suoi lemmi semplicemente come un mezso di evitare la riduzione all' assur- 
do {•).- Grandi dice che il principio dei nuovi metodi, cioè il lemma^ che due 



(') < Archimedes utitur demonstratione iudirecta, quae ad impossibile ducit : 
« de qua multi multa. Mìbi sensus hic esse videtur. Circuii BG circumfeientia par- 

< tes habet totidem quot puncta, puta ìnfiuitas ; quarum quaelibet consideratur ut 

< basìs alicujus triauguli aeqnicruris, cruribus AB: «ti ita triaogula in area circuii 
« insint infinita , omnia verticibns in centro A coeuntia ...» Keplero, Nova stereo- 
metria doliorum, Linz 1615, P. I. Taor. II. 

(*) I Interea . ■ . statui divinum Archimedem , quom fere unum Inter antiqnos 
<t geometras suspìcio, attentins considerare; ex qaa cousideratione sublimem illam 
«et nunquam satis laudatam infiniti doctrinam mihi comparavi». Roberval , 1. e, 
p. 285. 

(') V. Fermai, Varia opera mathematica, Tolosa 1679, p. 45. 

(*) < Utethodns exhanstìonum . . . est nliqnanto deformata in ea quae dici jam 
« solet geometria indivisibilinm seu methodus indivisibili um ». Wallis, Opera, T. II 
p. 311. — < J'ai voulu faire cet avertissement , pour moutrer que tont ce qui est 

< démontré par les véritablea regles des ludivisibles , se démontrera sussi & la ri- 
« gaeur et é> la mauiere des Auciens ; et qu'aiusi l'une de ces méthodea ne difTere 
« de l'autre qu'en la maniere de parler >. Pascal , Oeuores , La Haye 1779 , T. V 
p. 246. 

(*) « Et plus on faìsait la proportion ou l' intervalle grauds entro ces degrés, 
» plus on aprochoit de l'exaotitnde, et plus on pouvoit rendre l'erreor petite et méme 
<c la retraucher tout d'un coup par la fiction d'un intervalle ìufini, qui pouvoit tou- 

< jours ètre réalisée h la fa^on de démontrer d'Archimede». Leibnia ed. Dntens, 
T. IH p. 501. — «Veteris enim methodi nostra non nisi contractio est, inveutioni 
« apta ». Leibniz ed. Gerhardt, T. Ili p. 81.— < ... de sorte qu' on ne diffère du 
e stile d'Archimede que dans les expressions, qni sont plus directes dans notre mé- 
se thode et plus conformes k l'art d'iuventer >. Ivi, T. V p. 350. — < Pertiuet etiam 

< huc methodus esbaustionum, nonnihil diversa a priore » (dal metodo degi' iufini- 
tesimi) « quamquam tandem in radice conveniant ». Ivi, T. VII p. 273. 

(*) < Praemisi vero haec lemmata, ut effiigerem taedìnm dedacendi longas de- 

< moDstrationes, more veterum geometrarum, ad absurdum ». Newton, Pkil. nat. pr. 
math., L. I Lemma XI, Scolio. 
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groodezze la cai differenza può renderai minore di qualsiasi assegnata sono 
egnali, è implicita nel metodo archimedeo (*). — Giovanni Bemoalli e Fonte- 
nellu opinano avere Archimede considerato il cerchio come tin poligono inflni- 
tilatero (*). 

È strano che tntti questi matematici, i quali, cbl piti chi meno, conoorsero 
ftlla creazione della nnova analisi, non abbiano riconoscinta la profonda diffe- 
renza di concetto che esiste fta questa e il metodo degli antichi : e lo 6 tanto 
più, perchè parecchi di essi hanno mostrato di sapere assai bene apprezzare i 
progressi da loro raggiunti rispetto al loro immediati predecessori. Così Wallis 
dice di cominciare dove Cavalieri aveva finito; cosi Leibniz, come vedi-emo, sa 
valutare in giusta misura tutta l'importanza della sua invenzione. Ma forse la 
ragione della cosa sta in ci6, che i fondatori dei nuovi calcoli, circondati da 
un pubblico diEBdente e - come direbbesi oggidì — misoneista , accusati conti- 
Quaniente di mancare alle esigenze del rigore e della logica, credettero di acqui- 
stare favore alle loro invenzioni, coprendole coll'antorità del gran nome d'Ar- 
chimede. Quando poi la battaglia fu vinta per sempre, la questione potè essere 
esaminata freddamente, senza alcun preconcetto ; e il pensiero, a cai la filosofia 
kantiana aveva accresciuto potenza e allargato l'orizzonte, potè meglio pene- 
trare nel fondo della cosa. Noi vediamo infatti parecchi scrittori della line del 
secolo scorso {') sforzarsi di porre in luce le differenze esistenti fra il metodo 



(*) e Obìter autem animad vertere placet , hnjus methodi fundatnentnm , etsi 
cnovnm videatur , nec absqne scrupolo a plerisqne admittì consueverit, nimirum ; 
e magnittidines, quarum differentia minor evadit qtudibet assigndbili diff'erentia, eeu 
€ quae diffeiTe pofsunt qitantitate ìisdem infinities minori, prò aequalìbu» recte usur- 
tpari: vetastiasimuin reipsa esse, ac veterani methodo, qaae per inscrìptiones et 
( circumscriptiones longiori circnitu figararum aeqaalìtatem vel aliam proportionem 

< venabatur , necessario fiiisse praeanppoaitum >. Grandi , op. cit., p. 39. 

<*} < Interim egregio tuo ratiocinandì specìmine conficiam , "amia quae prò 

< quadratura et rectificatione corvarum a geometria recentioribus detecta sunt , de- 
* beri Archimedi, aliisque veteribua m atb ematici a ; ex quorum sempe scriptis bau 

< obsGure elucet, habuisae eoa nliqnem calcnlum in finitesi mal e m : tum et consideraaae 

< curvas, ceQ polygoaa infìnitorain lateram, eorumqne areaa per ordinatas parallelas 

< resolvisae in trapeziola ». Joh. Bernoulli, Opera, Ginevra 1742 , T. II p. 506. — 

< Archimede n'a trouvé le rapport approché du diaroètre du cercle k la circonférence, 
« qn'en prenant l'idée du cercle confondu avec un polygone d'une infinite de cAtés ». 
Fontenelle, op. cit-, Pref. 

(*) K arate D , op. cit., p. 46; Lhailìer, op. cit., pag. 136. Più estesamente ne 
tratta Hanff nelle sue note alla traduzione tedesca delle Réfiexions sur la métaphy- 
tique du calcai infinitiuimal di Carnot (Betracktungen Ober die Theorie der Infinì- 
letimalrechnung , au» dem FrangOtischen tlbersetzt und mit Anmerkungen und Ztir 
siKcen begleitet do» J. K. Hauff, Frankfurt a. M. 1600. Vedi p. 58 e aegg.}. 
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d'esanfitìone ed i metodi moderni. Tati differenze possono riassumerBì dicendo O 
cbe il metodo d' esaastione procede aDaiiticamente mentre i metodi moderni 
procedono sinteticamente Gli anticlii si limitano ad asserire cbe l'area del cir- 
colo è compresa tra qaella d'nn poligono regolare inscritto e quella del poli- 
gono simile circoscritto, e che la differenza di qneste [due arce può rendersi 
minore di qualunque area finita aumentando opportunamente il numero dei lati 
dei due poligoni. Noi diciamo qualche cosa di più: noi aggiungiamo che il cer- 
chio è un poligono infinitilatero (metodo degl'infiniteaimi) , oppure che esso è il 
limite a cui tende un poligono regolare al crescere indefinito del numero dei 
suoi lati (metodo dei limiti). Sia nell' uno cbe nell' altro modo , noi veniamo a 
distruggere la differenza specifica tra poligono e cerchio , ciò che gli antichi 
non avrebbero mai osato di fare : noi veniamo (mi si permetta il termiae) a 
privare la misura rettilinea della sua rigidezza, come coli' introduzione degli 
irrazionali togliamo alla misura numerica la sua discontinuità (*). 

Con ciò noi otteniamo un duplice vantaggio. Anzitutto noi soddisfacciamo 
ad un'esigenza (se così può dirsi) dell'estetica della scienza; poiché, come dal 
punto di vista geometrico nessuna differenza specifica v' ha tra circolo e poli- 
gono, cosi è ragionevole che al primo, al pari che al secondo, corrisponda un 
concetto aritmetico semplice, non dipendente da altri concetti. Il secondo van- 
taggio è essenzialmente pratico , ed ò ad esso in gran parte cbe dobbiamo la 
creazione dei nuovi calcoli. Riprendiamo il teorema relativo al rapporto dei due 
circoli, che vedemmo come venisse dimostrato dagli antichi. Il metodo degl'in- 
finitesimi procedo semplicemente così : Se Pi'"' , P,'"' sono 1 polìgoni regolari 

P,'"' D.» 
di n lati inseriti! nei cerchi C, , C, , si ha, qualunque sia n , -— ■ = j— j ; ma 

P,["t = C, ,P,<"t = C, , dunque Tr = jri- ^ ■' metodo dei limiti invece: Si ha 



(*) Lasswitz, op. cit., T. I p. 179. 

(*) Veggasi il mio articolo Svtl' inflmfesimo attuale , § 1. — Non è compito no- 
stro ricercare se ad una imperfezione del genio greco o non piattosto alla sua 
spiccata tendenza al ragionamento filosotico sia dovuto se esso non seppe o non volle 
colmare l'abisso esìstente fra retta e curva, come non volle mai considerare il ra- 
zionale e l' irrazionale altrimenti che quali cose di genere diverao, anzi opposto. Non 
può però dubitarsi che questo fatto abbia avuto una dannosa influenza sullo sviluppo 
dell' ana)ÌHÌ , quando si pensi che ancora ne] eec. XYI la serie dei numeri veniva 
riguardata come discreta, sicché Stifel affermava esservi grandezze tali che esistono 
due numeri, l'uno più grande, l'altro più piccolo d'una di esse, ma non esiste un 
numero eguale a questa, e cbe nel secolo successivo Fermai (v. più innanzi) non 
ebbe ancora il coraggio di chiamare semplicemente eguali due quantità la cui dif' 
ferenza è minore di qualunque grandezza assegnata. 
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p.l") D * 

pi") " ?>i ' "*■ ^''°' ^i'"' ~ ^> ' ""'■ -^i =^ty « i' limite d' un rapporto è e- 

_D,» 

Como si vede, i metodi moderni permettono di abbreviare notevolmente le 
dimostrazioni, e, ciò clie è piti, rendono in motti casi aaperfiaa la riduzione al* 
l'assardo cbe, come fa detto, convince ma non ìllamina. 

CAPITOLO n. 
Metodo degli indivisibili. 

Il primo tentativo fatto dalla scienza rinascente per raggiungere , per una 
vìa piti diretta e meno faticosa, i risultati ottenuti dai geometri antichi, b rap- 
prcseDtato dal metodo degli indivisibili. Fare che il primo embrione di questo 
metodo possa farsi risalire a Leonardo da Vinci (1452-1519) (') ; ma il pre- 
coraore immediato di Cavalieri sotto questo punto di vidta b indiscntibii mente 
Keplero. Ef^ìì infatti, per dimostrare che nn cilindro ed nn parallelepipedo ret- 
tangolo circoscritto stanno tra loro come il cerchio base del cilindro al qua- 
drato del suo diametro^ dice che, essendo l'uno e I' altro solido quasi piani di- 
venuti corpi , il loro rapporto dev' essere eguale a quello dei piani genera- 
ori (»). 

Dal carteggio di Galileo con Cavalieri risulta che i due scienziati avevano 
coDtemporaneamente concepito i' idea di un' opera angli indivisibili (*)■ Peri» 



(*) « Dans le voi. T (f. 51) » (dei mas. di Leonardo da Vinci) « il détermine 

< Ìb centre de gravite de la pyramide ... : la figure qui accompagne sa note prouve 
( qoe Léonard décomposait les pyramides en plana paralièles à la base >. Libri, 
Bill, de» se. math. en Italie, Parigi 1838-1841^ T. Ili p. 41. 

(*) «Cilindri vero ad parali elepip edam colamnare rectangulam aeque altnm, 
« quod cylindri corpus stringit qaadratis suis basibua et paralielis lateribus , ratio 

< est eadem , qaae circuii ad quadratum circumscriptum , hoc est eadem quae 11 

< ad 14. — Ut enim CD cilindrica baais circularis ad AB quadratum circumscriptum, 
• ita CF corpus cylindri, ad AE corpus para UeW pi pedi rectanguU , sen colamnae. 

Aroh. de sphaera et cylindro. — Oylinder enim et columna aeque alta aunt voluti 

< quaedam plana corporata: accidunt igitur illia eadem quae planis >. Keplero, op. 
cit., P. I, Teor. III. 

('} Libri, op. cit., T. IV p. 288; Friai , Elogio di li. Cavalieri, Eaccolta di 
prose e lettere, T. I p. 102; Frisi, Elogio di G. Galilei, ivi, T. l p. ;i70 ; Cam- 
pori, Carteggio galìleano inedito, Modena 1681, pag, 243; Cantor, op. cit., T. II 
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il primo non ebbe agio dì attuare il sao progetto, sicché al metodo degli indi- 
visibili rimase attaccato il nome di Bonarentara Cavalieri. 

Polche lo scopo di questo scritto è pinttosto di dare un' idea generale delle 
vie seguite ne' vari metodi che non di entrare nella parte tecnica di essi, io mi 
limiterò ad espoiTC il principio fondamentale del metodo degt' indivisibili, riman- 
dando per maggiori sviluppi ai lavori originali di Cavalieri ed alle opere stori- 
che di Cantor e di Uarie. 

Àbbiansi due superficie piane comprese fl'a due medesime parallelo, e si 
imaginino condotte tutte le parallele comprese fra queste due. Il rapporto delle 
aree delle due superficie è eguale a quello delle somme dei segmenti intercetti 
rispettivamente in esse (>). Tali somme , come è evidente , sono infinite , e il 
loro rapporto è pib esattamente il limite a cui tende il rapporto delle somme dei 
segmenti intercetti quando il numero delle parallele tra loro equidistanti , pnr 
mantenendosi finito, cresce indefinitamente. Per determinare questo limito biso- 
gna ricorrere nei singoli casi a speciali artifizi, i quali, mentre mostrano il grande 
ingegno dell' inventore dol metodo, fanno questo di un uso difficile. 

Wallia volle rendere il metodo più regolare sostituendo agli artifizi geome- 
trici, di cui si vale Cavalieri, considerazioni aritmetiche. Per prendere un esem- 
plo semplicissimo , vogliasi dimostrare che il triangolo è la metà de] parallelo- 
gramma di egual base ed altezza. Wallis comincia collo stabilire, che la somma 
d'una progressione aritmetica crescente, il cui termine minimo è zero, è eguale 
al semiprodotto del termine massimo pel numero dei termini (*). Dopo ciò , se 
sì ha un parallelogramma diviso in due (riangoli da una sua diagonale, i seg- 
menti delle parallele ad uuo dei Iati Intercetti entro uno dei triangoli formano 



pag. 759. — Kisnlta pure dal carteggio dì Cavalieri con Glalileo come il primo siuo 
dal 1622 possedesse ì principi del suo metodo. Egli scriveva infatti a Galileo il 32 
marzo di quell'anno (Cam p ori , op. cit. , pag. 191): « Alcune cose come chiaro per 
« brevitfk le ho tralasciate, e in particolare sul bel principio, che tutte le linee di 
«due figure piane e tutte le superficie dì due figure solide abbino proporzione, il 

< che parmi facile da dimostrare ». 

(*} < Fìgnrae ptanae habent inter se eandem rattonem , qnam eorum omnes 

< lineae juzta quamvis regnlam assumptae, et figurae solidae, quam eorum omnia 
« plana juxta quamvis regulam assampta >. Cavalieri , Geom. iitdiv. , L. II 
pag. 20. 

(*) « Si sumatur serles quantitatum 'arithmetice proportionalinm (sive juxta 

< naturalem nomerorum consecutionem) contìnue crescentium, a puncto vel inchoa- 
<c tarum, et numero qnìdem vel finitarum vel infinitarum (nulla eiiim discriminis causa 
« erit), erit illa ad serìem totidem maxtmae aequalium, ut 1 ad 2 ». Wallia, Opera, 

T. I p. 365. — In simboli algebrici : — — ■ ' ' - ' ■= — . 
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appnnto unu progressione aritmetica, mentre i segmenti intercetti nel parallelo- 
gramma sono tatti egaal! alla base. Ne segue che la somma dei primi segmenti 
sta a qnella dei secondi come 1 a 2; e però nello stesso rapporto stanno le aree 
delle due figure ('). 

11 metodo di Cavalieri, benché combattuto da Onldino che ne negava l'ori- 
ginalità e l'esattezza, benché avversato da parecchi altri (•) , benché contra- 
stato al suo autore da Roberval che ne pretendeva la priorità {*) , trovò dap- 
pertutto grande diffusione. Torricelli (161)8-16-i7), Stefano degli Angeli (1623-1697), 
G. P. Casati (*), Giovanni Cova, Guido Grandi i») fra gli italiani, White o Al- 
blus (n. 1590), Schooten (1615-1660) (•) , Wallia (') o Varignon {*) fra gli 
stranieri, lo accolsero con entusiasmo, e lo applicarono ai pid svariati problemi 
geometrici. & piil ancora sarebbero stati, se, appena 50 anni dopo, non fosse 



(*) « Ergo trìangulom ad parali elogrammam (saper aequali base aeque altuin) 
» est ut 1 ad 2. — Triangulum enim constai quasi ex iofinitìs rectis paratlelis 

< arithcnetice proporli onalibns, a puncto inchoatis, qnarum maxima est basìs... ; pa- 

< rallelogrammam antem ex totidem basi aeqaalibns... : ergo illud ad hoc est ut 1 

< ad a ». Ivi , p. 366. 

(*} Scrive Frisi {Elogio di B. Cavalieri, Haco. di prose e lettere, T. I p, 115-116) : 

< Il primo > (Tacquet, nella sua opera: Cylindrica et annularia, Anversa 1651) « ne 

< attaccò brevemente la parte metafisica, dicendo che l' idea degli indivìeibìli era a* 

< geometrica, e ch'era cavata dalle opere di Keplero. Il secondo » (Bettinl [1562-1657] 
nella sua opera : Apiaria univertae philosophiae matkematicae, Bologna 1612) « con 

< grandissima asprezea e con nuo stile atravagantiBsimo attaccò tutto il metodo , 

< senza mai nominare l'autore e senza rendergli ginstizia alcana , neppure nella 
<c parte geometrica >. — Di Tacquet può dirsi più esattamente, che egli, accettando 

< la parte speculativa delle idee di Cavalieri^ ne respinga l 'applicazione pratica: < Ad- 
■ mittont qoidem geometrae lineam generari ex flnxu puncti; super&ciem ex fluente 

< linea; corpus ex superficie. Sed alind longe est ex indivlsibilium fiuxu quantìtatìs 

< speciem generari ; alind ex indiviaibilibus componi. Primum onmiuo exploratae 

< veritatis est : alterum cum geometria sio pugnai, ut niaì illud ipsa destruat, ipsam 

< destrui necessa est ». Tacqnet, Cylindrica et anntdaria, Op. math. , p. 454-455. 

(*) Della teoria degV indivisibili di Roberval si farà cenno più innanzi , es- 
sendo essa fondata sopra un concetto diverso da quello di Cavalieri. 

(*) V. una soa lettera a G. A. Bocca del 9 gennaio 1638 nel Giornale dei 
Letterati, T. XXXI p. 259-270. 

(*) Nella sua Quadratura circuii et kyperòolae, Pisa 1710. 

(•) Frisi, I. e, p. 115. 

(') V. sopra. 

(*) ISgli si servi degi' indivisibili in alcune ricerche di meocanica. V. Histoìre 
de l'Àcadémie des Sciences, T. II, 1686-1699, Parigi 1733, p. 155. 

VOL. xxxiz. 43 
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■orto II metodo leibnìzianOj il qaale era destinato ad eclissare tutti qnelli ohe 
lo precedettero e che lo seguirono, dal metodo degli ladlvisibili di Cavalieri , 
alla teoria delle funzioni di Lagrange. 

Analogo al metodo di Cavalieri almeno nella forma esteriore è quello di 
Gr. de Saint- Vincent, il quale nel L. VII del suo Opui geometricum quadraturae 
circuii et Beetionum coni (Anversa 16 17) chiama ductus plani in planum l'ope- 
razione per cai, date due linee poste in dne piani perpendicolari ed aventi per 
projezione uno steeso segmento dell'intersezione di questi, si coBtrnisce il solido 
lo cui sezion! normali a quest'ultima retta sono i rettangoli formati dalle ordi- 
nate corrispondenti delle dne linee ('). Però il suo modo di dimostrazione è 
del tutto conformo al processo degli antichi; anzi fli egli nno dei primi a pro- 
vare la necessitai di fare del ragionamento che per l'addictvo si ripeteva in ogni 
caso qnel metodo generale, che ebbe poi II nome di metodo d'esauatione (*). 

CAPITOLO III 

Metodo degli infinitesimi. 

n concetto fondamentale del metodo degl' infinitesimi era ormai creato il 
giorno In cui Antifonte asserì potersi considerare il cerchio come nn poligono 
d'infiniti lati. Respinta dalla iufleEsibile severità della scienza greca, questa Idea 
riappare timidamente dopo molti secoli, qnand] la geometria sta per cedere la 
preminenza all'aritmetica (.'); Nicolò Cusano {_*), Stifel ('J , Commandino (•), 



(') « Ductam plani in planum voco , corporìs cuiuscunque efformationem ex 

< duabus superfìcìebns eandem habentibus aut ivequalem basim ortam >. Gr. de S.Vìn- 
oent, Op, geom., pag. 70i. — Per maggiori particolari su questo metodo v. Cantor, 
op. cit., T. II p. 616; Marie, op. cit., T. Ili p. 189; Mansion, op. cit., p. 5. 

CJ V. il Cap. precedente. 

(') «... quelques-uns de ses disciples » (di Raimondo Lullo) « partageaient déj& 
« les ìdéea que Cavalieri et Wallis devaient défeudre plus tard. IIs assimilaient le 
e cercle & un polygone d'un nombre infinì de cdtés, et sa circonférence {i une sé- 

< rie de lignea droites ìnfiniment petttes ». Boyer, Histoire de» mathimatiqutt, Pa- 
ria 1900, p. 88. — Non risulta a chi l'autore voglia alludere, uè donde abbia tratta 
questa notizia. 

(^) «... habens se > (l'intelletto) < ad veritatem sicnt polygonia ad cìrculum , 

< qnne quanto iuscripta plurium anguloruiu fuerit tanto similìor circalo: nunquam ta- 
te men efBcitnr aequalis etiam si anguloa usqne in inlinitum multlpl Ica veri t nisi in iden- 
« titatem cum cìrculo se resolvat ». Nicolò Cusano, Opere, Parigi 1514, T. I f. 2 a. — 
V. anche, fra molti altri passi, quello riportato da Cantor, op. cit. , T. II pag. 177- 

{") <( Omnium polygoniarum ultima est circulus. — Reote igltur describitnr circulas 
e mathematicua esso polygonia infinitorum laterum». Stifel, Artthm. integra, f. 224 a. 
(•) V. sopra. 
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Vieta C) ripetono essere il cerchio an poligono Infinitllatero, e quest'ultimo ne 
deduce anzi nn'espressione notevole del rapporto della circonferenza al diame- 
tro (*). Però la prima applicazione teorica di questo concetto è dovuta a Ke- 
plero, il quale disse doversi considerare il circolo come formato d'infiniti triangoli 
isosceli col vertice nel centro ('). Ma egli stesso nel seguito della sua opera 
adottò, come gi& si disse, un modo di vedere alquanto diverso , aprendo cosi 
la via al metodo degli indivisibili. 

Questo metodo sollevò grandi difficoltà, specialmente perchè molti trovavano 
inaccettabile il concetto della composizione delle superficie mediante linee (*). 
E dall'intento dì renderne l'idea fondamentale meno contraria alle ordinarle 
idee geometriche nacquero i primi germi del metodo degl'infinitesimi ; giacché 
alte linee si sostituirono delle particelle superficiali, che di necessita dovettero 
snpporai infinitamente piccole. Queste particelle, determinate mediante un si- 
stema di ordinato equidistanti, si dlscoetano tanto meno dalla forma di trapezio 
quanto pi& grande b il numero delle ordinate, e però può dirsi, per comodità 
di linguaggio , che , qtiando esse sono in numero infinito , la superficie rimane 
divisa in infiniti trapezi. Ma un'ulteriore semplificazione può raggiungersi. Os- 
servando infatti che 1' area di ciascuna striscia è Intermedia tra quelle dei ret- 
tangoli di egnal altezza aventi per base la massima e la minima ordinata com- 
prese nella striscia medesima, e che, per le curve ordinariamente considerate , 



{•) V. sopra. 



(*) V. sopra. 

('5 a Jam vero haec non ita intelligenda sunt (qaanivia verba sic sonare vi- 

< deantnr) quasi lineae illae (quarum nulla est latitudo) compiere posseot superfi- 

< oiem ; ant superfioìes pianse aliaeve (quarum nulla est crassìties) compiere soli- 
cdum: sed per iiueaa tntelligendae erunt minutae superfìcies (einsdem cam lìneis 
e i Illa longitudìnis , sed Utitudinis esiguae) , quaram omnium (quotcunque fuerint) 
( latitndiaes simul snmptae altitudinem aequent illius figorae qnam sapponantar 
« compiere ». Waliis, Opera, T. 11 p. 312. — < Sed quoniam durior est indivisibt- 

* Hum hypothesis, et propterea methodus illa mìnus geometrica censetur... > Newton, 
Phil. nat. pr. mafh., L. 1 Lemma XI, Scolio. — e En effet c'est quelqae chose de 

< choquant que de dire gu'un aolìde , wn paralUlépipède , p. ex. , peut étre divise et 
« tubdivigé dona la hauteur , tellem^nl qu'on viendra enfin à une eurface , doni la 

* hauteur aera infiniment petite. Car par la divisiou des corps, quelqu'infinie qu'elle 

< soit , on ne parviendra Jamais à des surfaces >. Job. Bernoulli , Opera , T. IV 
p. 161. 
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la somma dei primi e qaclla del eecoudi rettangoli possono rendersi prossime 
l'ana all'altra qaanto si vaole aamentando convementemente il numero dello 
ordinate, pnò dirsi ancora, tempre per brevità e comodità di linguaggio, che 
l'area delta super&oie proposta è egaale al prodotto della somma delle infinite 
ordinate per la distanza di dne ordinate consecutive. Cosi il passaggio dal me- 
todo degl'indivisibili a quello degl'infinitesimi si tradnce semplicemente nell'ag- 
giunta d'un fattore costante (la distanza di due ordinate successire), il quale 
poi sparisce ogniqualvolta si abbia a calcolare il rapporlo di due aree. 

Roberval, il quale, indipendentemente da Cavalieri, aveva ideato un me- 
todo analogo a quello degl'indivisibili , si vanta che esso non dà luogo alle 
obiezioni sollevate contro quello del geometra italiano perchè egli considera le 
superficie come composte, non già di linee , ma di superficie infinitamente pic- 
cole ('). 

Pascal dice cbe, usando il linguaggio degli indivisibili, intende per aomma 
delle ordinate d'un semicerchio la somma dei rettangoli formati da queste e dai 
segmenti del diametro (*). 



(') < Pour tirer des conclnsions an moyen des indiviaibiles , il fant snppoaar 
e qne tonte tigne, soìt droita ou conrbe, se petit diviser en une infieìté de partìes 

< on petitos lignes tontes égales entr'eltes , ou qui suivent entr'elles telle progre»- 
e siou qne l'on voudra... Or d'autant qne tonte tigne se termine par des pointa, au 
e liea de lignes od se servirà de points ; et puis' an lieu de dire qne toutes les 

< petite» lignes sont h telle cbose en certaine mison , on dira que tona cea poiots 

< sont & telle chose en ladite raison >. Roberval, 1. e, pag. 190. — * Par toat ce di- 

< sconrs on peut comprendre que la multitude infinie de points se prend pour une 

< in&nité de petites lignes , et compose la tigne entière ». Ivi , p. 191. — ■ Nostra 

< autem methodus, ai non omnia, certe hoc oavet, ne heterogenea comparare videa- 
« tur: nos enim infinita nostra seu indivisibilia sic consideramns. Lineam quidem 
« tanqnam si ex iuGuitis seu indefinitis numero lineis constet, snperficiem ex infi- 
li nitis seu indefinitia nnmero superficiebus , soHdum ex solidis , angolum ex angn- 

< lìs... Dum autem apeciem aliquam in sua infinita resolvimus , aeqaalitatem qnan- 

< dam, vel certe notam aliquam progressionem inter partium altitndines ant latita- 
« dines fere semper obaervamaa ». Ivi, p. 286. 

(*) « . . . je ne fera! ancune difficulté d' uaer de cotte expresaion , la somme 

< dea ordonnéef, qui semble ne pas €tre géométriqae à ceux qui n'entendent pss la 
« doctrine des Indivisibles, et qui s'imaginent quo c'eat pécher contre la Geometrie, 

< qne d'exprimer un pian par un nombre indéfinì de lignes ; ce qui ne vient que 

< de ienr manque d'intelligence , pniaqu'on n'entend antre choae par là sinon la 
« somme d'un nombre indéfini de rectangtes faita de cbaque ordonnée avec chacune 

< dea petites portions égales du diametro, dont la somme est certainement un pian, 
« qui ne dìffère de t'espace du demi-cercle qne d'une quantìté moìndre qn'ancune 
« donneo ». —Pascal, Oeuvret, T. V p. 247. — < De la aorte qne quand on parie de 
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La traematazione del metodo degl' indMBiblli nel metodo degl'ìnfiDiteBimi 
era, dal punto di vista arìtmetico, ben poca cosa, poiché essa si ridaceva all'in- 
trodazione d' un fattore costante destinato a BCompariré alla fine del calcolo. 
Non cosi dal lato del concetto ; poiché la particella InflniteBÌma , una volta en- 
trata nel dominio dell'analisi, vi si rivelò strnmento utilissiino per lo studio di 
problemi, cbe attendevano ancora la loro solnzione più semplice o piò generale. 
Voglio alludere specialmente a dne classi di questioni , che coBtituiscono una 
parte importantissima dell' odierno calcolo difTerenziale : la teoria de' massimi e 
mìnimi, e la determinazione delle tangenti. 

Fermat, nella sna memoria intitolata: Methodvt ad digqmrendam maximam et 
minimam, diede per la ricerca dei massimi e minimi una remota che gli valse da 
vari illUBtri matematici ('} il vanto, a mio avviso non dei tatto meritato, di primo 
inventore del calcolo differenziale. Essa pad cosi tradursi in lingnaggio mo- 
derno : Si calcoli la funzione da rendersi massima o minima per un valore OB 
della variabile, e per un altro x + e, dove e k indeterminata, e si eguaglino 
e due espressioni trovate. Resa l'equazione razionale intera, e tolti i termini 
comuni ai dne membri, si divida il tutto per e, indi si ponga e =0; si avrfr 
un'equazione , la quale determinerà ì valori della variabile per cai la funzione 
proposta è massima o minima (*}. 

La regola di Fermat può riguardarsi come la traduzione aritmetica dell' idea 
ripetutamente espressa da Keplero nella sna Stereometria doKorum (■) , che in 
vicinanza d' un punto di massimo o di minimo la variazione della funzione b 
ioseneibile. Infatti Fermat pone il valore della funzione nel punto di massimo o 



< la somme d'une multitude ìndéfinie de lignea, on a tonjOQrs égard k nne certaine 
e droite, par les portions égales et indéfinies de laqnelle elles soient multipliées >. 
Ivi, p. 247-248. ~ V. anche Pentée», P. I Art. II {Oeuvre», T. II p. 12-38). 

(•) D'Alembert, Lagrange, Laplace (1749-1827}, Ponrier (1768-1830). V. anche 
Biographie vniveraelte, T. 14, 1815, art. Format. — Marie {op. cit. . T. IV p- 95) 
trova esagerato questo giodizio, e Bossat (op. cit., T. II p. 104-105) lo combatte 
apertamente. 

{*) Fenaat, Varia opera mathematica, p. 63. Altri scritti di Fermat sai mas- 
simi e minimi furono pobblicatt da Henry nelle sue Reeherches àur les manìucrita 
de Pierre de Fermat, Bollettino di Bibliogr. e Storia delle Se. matematiche e fis., 
T. 12 p. 477-568, 619-740, T. 13 p. 437-470. Vedi T. 12 p. 704-713, 723-724. 

{*) Con ciò non intendo affermare, come sembra credere P. Tannery (v. la sna 
recensione del presente opuscolo nel Bulletin dei Sciences matkématiqttes , S. II, 
T. XVIII , 1894 , P. 1« p. 230-233), che Fermat abbia preso la sua regola da Ke- 
plero. Secondo Tannery, Fermat probabilmente non conobbe la Stereometria doUoram, 
a trasse la sna regola per induzione da un'osservazione degli antichi sul caso d'una 
equazione del secondo grado a radici eguali. 
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dì minimo eguale a qn^llo che essa prende in an ponto prossimo. Però regoagHan- 
za ^ (z -F e) = /* (x) non è esatta, ma lo diverrà soltanto dopo opportnne moditlca- 
zìoni ; ed egli esprìme questo fatto chiamandola, non aequatio, ma (con termine 
.tolto da Diofanto) (*) adaequatio , OBsia equazione approBsimata. Che poi essa 
divenga effettivamente esatta, egli non lo dimostra pnnto. Cosi altrove, trattando 
d' ana quadratura, dopo aver detto che ogni trapezio mlstilLneo pnò riteoers! 
press'a poco eguale ad tiu rettangolo (*), si rimette, pel resto della dimostra- 
zione, alla riduzione all'assurdo (*). 

Huygens (1620-1695), il quale gi& nell' i2oro2oj;ium oaciUatoriutn mostra di 
aver adottato i concetti del metodo infinitesimale (*), si propone, nella Demon- 
itratio regulae de maximis et minimii , di illustrare e semplificare la regola di 
Fennat, di cui l'inventore non ha indicato l'origine ('). Or ecco come egli 
ragiona. Se x è un pnnlo di massimo o dì minimo per la frazione f{x) , vi sa- 
ranno due valori a: — 6, te + e per cnì /* (x — 5) = /' (x -t- e), ossia, facendo x-S=x^, 
S + i = e: 

r(x,+e)-/'(a;,) = 0. 

Il valore ohe risulterà per x, ponendo e infinitamente piccola {infinite parva) 
sarà il valore cercato di x. Per ottenerlo si dovrà dividere per e II primo mem- 
bro dell'equazione, indi togliere tutti i termini contenenti e, giacché questi sono 
Infinitamente piccoli rispetto agli altri (*). 



(*) < Àdaequentur, ut loquitnr Diophantus ». Fermat, Varia op. matk. , p. 63. 
V. anche Cantor, op. cit., T. II p. 783. 

(*) <c . . . adaequetar , nt loquitor Diophantus , atit fere aeqnetur >. Fermat , 
Varia op. math., p. 45. 

(*) e . . . ut commode per àtca-fiof^v ei; dSuvatov , per circnmscriptiones et 
€ inscriptiones Arohimedaea demonstrandi ratio institui poesit, qaod ssmet monutase 

< Bufficiat, ne artifìcium quibuslibet geometrìs jam satis notum iucnloare saepius et 

< iterare cogamur ». Ivi. 

(•) Cosi vi è ripetuto più volte che una curva può considerarsi come un po- 
ligono infinitilatero ; p. es.: «... nam curvas tanquam ex infinitis recti» compositae 
« essent hic considerare licet >. Hnygens , Opera varia , Leida 1724 , pag. 65. — 
«... considerando cnrvas lineas tanquam ex iDDUtaeris rectis oompositas». Ivi, pag. 77- 

{') «Ad ìnveBtìgaada maxima et minima in geometricis qnaestionibus , regn- 

< lara certam primas, quod sciam, Fermatius adhibuit: cujus originem ab ipso non 

< tradìtam cnm exquirerem , inveni simul quo pacto ea ipsa regala ad mirabilem 
« brevitatem perduci posset ». Ivi, p. 490. 

(*} < Deìnde omnes termini per e dividuutur , quibosque post eam divisionem 

< adbuo unum e aat plura ìnesae ìnveniuntar, ii delentar, qaippo cum quantìtates 
( infinite parvas contineant respectu casterorum terminorum qaibaa nnllus amplius 

< iuest « >. Ivi, p. 491. 
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Quest'ultima parte della spiegazione <]i Hnygens, la ^nalo è quella che per 
noi potrebbe presentare maggiore interesse, cessa di averne alcuno, se si con- 
sidera che la Demonstratio venne in luce net 1693, cioè quando ! primi lavori 
di Leibniz sul calcolo infinitesimale erano già da vari anni pubblicati, sicché il 
ragionamento di Huygens è nulla pia che una semplice applicazione dei lemmi 
fondamentali del metodo lelbnizlano. 

Come una delle applicazioni della sua regola pei massimi e minimi, Fermat 
trattò nello scritto citato la teoria delle tangenti. Anche su questa Huygens pub- 
blicò , pure noi 1693, una memoria dal titolo : Segata ad inveniendas tangente» 
linear um curvarum ('). 

Vent' anni prima (1674) Barrow , mediante ia considerazione del triangolo 
caratteristico * dont l' usage ne finirà jamais > (') , formato dagli incrementi 
corrispondenti dell'ascissa, dell'ordinata e dell'arco, aveva dato per la determi- 
nazione delle tangenti un metodo che racchiude in sé il germe di tutto il cal- 
colo differenziale. Dicendo m l'ordinata, a, e gli incrementi simultanei di questa 
e dell'ascissa, t la sottangente, dalla natura della curva potrà dedursì una certa 
relazione contenente a ed e. la questa ai sopprimano i termini di grado supe- 
riore al primo rispetto ad a ed « presi insieme , e quelli non contenenti nò a 

nò e ; nell'equazione cosi ridotta si ponga -— in luogo di — , Si otterrà cosi una 

relazione che determinerà t ('). 



(*) Ivi, p. 498 e seg. 
{*) Fontenelle, op. cìt., Prof. 

(') < Sint AP , PM posìtione datae rectae lineae ( qnarnm PM proposi- 
<: tam cnrvam secet in M) et MT curvato tangere ponatur ad i/L , rectam AP 

< secare ad T ; ut ipsius jam rectae PT qoantitatem 

< exquiram, cnrvae arcom MN indefinite parvom eta- 

< tuo ; tum dnco rectas NQ ad MP et NR ad AP 

< parallelas, nomino MP = wi ; PT = ( ; MR = a ; 
« KB = e; reliqnasqne rectas, ex speciali cnrvae na- 
c tura detenninatas, ntiles proposito, nominibns de- 

< BÌguo ; ipsas autem MR , NR (et mediantìbns illis 

« ipsas MP , FT) per aequationem e calculo de- A. 

* preheueam inter ee compuro ; regulaa interim haa observans. — 1. Inter compu- 

< tandum omnes abjicio termìnos , in quibns ipsarum a vel e potentia habetur, vel 

• in quibas ipsae ducantnr in se (etenim isti termini nihil valebunt). — 2. Post 

< aequationem congtitutam, omnes abjicio terminos, literis constantes quantìtates no- 

< tas, seu determinatas designantibus ; ant in qnibus non habentar a vel e (etenim 

< illi termini semper, ad unam aequatiouis partem abdncti, nihilum adaequabunt). — 

< 3. Pro a ipsam »t (vel MP), prò e ipsam t (vel PT) subetituo. Bine demum ipniua 

< PT qnantitas dignoscetur >. Barrow , op. cit., p. 80. 
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dì minimo egnale 8 qn^llo cbe essa prende in an ponto prossimo. Però l'egaagliao- 
za f (x + e) = f (x) non è esatla, ma io diverrit soltanto dopo opportune modifica- 
zioni ; ed egii esprime qnesto fatto chiamandola, non aequatio, ma (con termine 
.tolto da Diofanto) (<) adaequatio , ossia equazione approssimata. Che poi essa 
divenga effettivamente esatta, egli non lo dimostra punto. Cosi altrove, trattando 
d' ana quadratura, dopo aver detto che ogni trapezio mìstilineo pnd ritenersi 
pross'a poco egnale ad un rettangolo (*) , si rimette , pel resto della dimostra- 
zione^ alla riduzione all'assurdo (*). 

Huygens (1629-1695), il qnale già abW Ilorologium oicilUUorium mostra di 
aver adottato i concetti del metodo in Un ite si mal e (*), si propone, nella Demon- 
stratio regulae de maximis et minimia , di illnstrare e semplificare la regola di 
Format, di cui l'inventore non ha indicato l'origine (*). Or ecco come egli 
ragiona. !àe a; è un pnnlo di massimo o dì minimo per la funzione f[,x) , vi sa- 
ranno due valori x^S, a; -t- s per cni f(se^5)=f(x+ e), ossia, facendo x-S=Xi, 
3 + E = fi : 

f(x,+e)-nx,)=0. 

Il valore che risnlterà per x, ponendo e Infinitamente piccola (infinite parva) 
sarft il valore cercato di x. Per ottenerlo si dovrà dividere per e il primo mem- 
bro dell'equazione, indi togliere tutti i termini contenenti e, giaeeh6 questi sono 
infinitamente piccoli rispetto agli altri ('). 



(') e Adaeqnentnr, ut loqnltar Diopbtuitus >. Fermat, Varia op. math. , p. 63. 
V. anche Cantor^ op. cit., T. II p. 783. 

(*) «... adaeqnetnr , ut loquìtur Diophantos , aat fere aeqnetur >. Fermat , 
Varia op. maiih., p. 45. 

(*)«... ut commode per àitafwiiiv et? àSùvaiov , per circnmscriptionos et 

< inscrìptiones Arohimedaea demonetrsndi ratio institui poesit, quod semel monuisse 

< sufGcìftt, ne artificìum quibuslibet geometria jam aatis notum inculcare saepius et 

< iterare cogamar ». Ivi. 

(*) Cosi vi è ripetuto più volte che una curva può considerarsi come un po- 
ligono infìnitilatero ; p. es.: «... nam curvas tanqnam ex infinitis rectis composttae 
( essent hìc considerare licet >, Huygens, Opera varia, Leida 1724, pag. 65. — 
«... considerando curvas lineas tanquam ex innumerìs rectis composi taB>. Ivi, pag. 77. 

(') < Ad investiganda maxima et minima in geometricis qiiaestioaibuB , regu- 

< lam certam primus, quod Eciam, Fermatins adhibuit: oujus origiaero ab ipso noa 
« treditam cum exquiierem , inveni eimul quo pacto ea ipsa regula ad mirabìlem 

< brevitatem perduci poseet >. Ivi, p. 490. 

(*} < Beinde omnes termini per e dividuntur , quibasque post eam dìvisionem 

< adhuc unum e aut plnra ioesse inveniuntur, ìi delentur, quippe cnm quantitates 
« infinite parvas contineaut respectu caeteroram termìnorum quibus nnllus amplius 

< inest e ». Ivi, p. 491. 
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QneBt'nltima parte detta spiegazione di HnygenB, la ^aic è quella che per 
noi potrebbe presentare maggiore interesse, cessa di averne alcnno, se si con- 
sidera che la Demonstratio venne In ince nel 1693 , cioè quando i primi lavori 
di Leibniz sul calcolo infinitesimale erano già da vari anni pubblicati, sicché il 
ragionamento dì Haygcns k nnlla più che nna semplice applicazione dei lemmi 
fondamentali del metodo leibnlzlano. 

Come nna delle applicazioni della sua regola pei massimi e minimi, Fermat 
trattò nello scritto citato la teoria delle tangenti. Anche su questa Hnygens pub- 
blicò , pure nel 1693, una memoria dal titolo: Regata ad inveniendas tangentea 
linearum curvarum (*). 

Vent' anni prima (1674) Barrow , mediante la considerazione del triangolo 
caratteristico < dont l' nsage ne finirà Jamais » (*) , formato dagli incrementi 
corrispondenti dell'ascissa, dell'ordinata e dell'arco, aveva dato per la determi- 
nazione delle tangenti un metodo che racchìade in sé il germe di tutto il cal- 
colo differenziale. Dicendo m l'ordinata, a, e gli incrementi simultanei di questa 
e dell'ascissa, t la sottangente, dalla natnra della curva potrà dedarsi una certa 
relazione contenente a ed e. In questa al sopprimano i termini di grado supe- 
riore al primo rlspetlo ad a ed e presi insieme , e quelli non contenenti né a 
nò e ; nell'equazione cosi ridotta si ponga --- in luogo di — . Si otterrà così una 
relazione che determinerà t (*). 



(') Ivi, p. 498 6 aeg. 
(*) Fontanelle, op. cit„ Pref. 

(*) < Sint AF , PM poaitione datae rectae lineae ( qnarum FM proposì- 
c tam cnrvam secet in M) et HT curvam tangere ponatnr ad M , rectam AP 

< secare ad T ; nt ipsins jam rectae PT qnantitatem 

< exquiram, curvae arcam MN indefinite parvum sta- 

< tuo ; tnm dnco rectas NQ ad MP et NR ad AF 
« parallelaa, nomino MP = m ; PT = ( ; MR = a ; 
« NR. = e; riiliquasque rectae, ex speciali cnrvae na- 

< tura detennìnatas, atiles proposito, nominibus de- 
« sìgno ; ipsas antem MR , NR (et medlantibne illìs 
« ipaas MF , FT) per aequalionem e calcalo de- 
> prebensam inter se comparo; regalas interim has observans. — 1. Inter compn- 
« tandum omnes abjìcìo terminos, in quibas ipsarum a vel e potentia habetur, vel 
« in qnibns ipsae dacaatur in se (etenim isti termini nihil valebunt). — 2. Post 
« aequationem constiiutam, omnes abjioio terminos, lìteris constantes qnantltates no- 

< tas, sea determinatas desìgnantibus; ant in quibue non habentnr a vel e (etenim 

< illi termini semper, ad unam aequationis partem abdacti, nìhilum adaequabunt). — 
« 3. Pro a ipsam m (vel MP), prò e ipsam ( (vel FT) substiiuo. Hino demum ipsins 
« FT qnantitas dignoscetar ». Barrow , op. cit., p. 80. 
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L' importanza de^triangolo caratteristico consiste in ciò, cbe esso permette 
di sostituire al rapporto di due grandezze infinitamente o indefinitamente pic- 
cole, e quindi indeterminate (gl'incrementi dell'ordinata e dell'aecissa) , quello 
di dne grandezze ben definite (l'ordinata e la sottangeute). 

Il lettore avrà notato, nell'epoca di cui parliamo, un fenomeno dei tutto 
nuovo nella storia della matematica, almeno dacché essa merita il nome dì scienza. 

Fermat e Barrow, due dei più illustri matematici del secolo, insegnano certe 
regole per la nsoltizione di speciali famiglie di problemi, ma non tentano neppure 
di dame la dimostrazione. Ifè basta ciò ; ctiè queste regole sono affatto contrarie 
a tatti quei principi la cui vantata incrollahilità faceva la gloria della matema- 
tica. Nell'aritmetica ci viene jpermcBeo, anzi imposto, di sopprimere certe quantità 
che non sono assolutamente nulle. Nella geometria ad un' area curvilinea dob- 
biamo sostituire una somma d' infiniti rettangoli, trascurando la somma di Infi- 
niti triangoletti mietiiinei, la quale in ogni caso è diversa da zero. Eppure questo 
apparente rilassamento nel rigore geometrico non conduce ad alcuna falsa con- 
clusione, anzi in tatti ì easi considerati è possibile dimostrare esattamente |che 
le grandezze trascurate non hanno alcuna infiuenza sui risultati finali. 

Tutto ciò faceva credere ohe i metodi degli antichi fossero suscettibili di 
notevoli semplificazioni ; ma la guerra fatta incessantemente alle nuove idee ed 
ai loro sostenitori da Keplero a Leibniz (*) dimostra come piti,' forte del de- 
siderio di novità fosse in parecchi il timore dì vedere sminuito il rigore delle 
matematiche (*>. Né l'opera geniale di Leibniz fu sufficiente a scacciare il 
vei'me roditoro che s'annidava nei nuovi calcoli; essa riuscì soltanto a con- 
finarlo in an punto solo. £d invero tutte le discussioui a cui ha dato luogo il 
calcolo leibniziano versano sostanzialmente su questo lemma fondamentale : cbe 
un infinitesimo addizionato ad una quantità finita può trascurarsi. Oggidì il senso 
di qaesto lemma è stato ornai messo in piena luce ; ma lo sarebbe stato assai 
prima, se non vi si fosse opposta l'oscurità e l'ambiguità del concetto d' infini* 
tesimo, che si presta a troppe e difTerenti interpretazioni. 

Le prime tracce dell'introduzione dell'infinitesimo nella matematica pos- 
sono farsi risalire, come già si disse, a tempi antichissimi ; ma Leibniz per primo 
lo considerò come un ente a so, e ne estese e sistematizzò l'uso nell'analisi [*). 
Nella sua mente l' infinitesimo ebbe una doppia origine : filosofica e tecnica. 



(*) Basterà nominare, tra gli avversari dei nuovi metodi, Anderson, Guidino, 
Eolle (1652-1719), Nieuwentyt , Berkeley (1685-1753), eto. 

(*) Scrive p. ea. Gnldiao (I. e., p. 323): « Nam per uUam uliius demonstra- 
« tionis geometriae vìm, arcus quamvis mìnimus aeqniparari potest lineae rectae >. 

(*) Leibniz ha raccontato la storia dell' origine della sua invenzione in un fram- 
mento di lettera (Leibniz ed. Gerhardt, T. II pag. 258-260J. Vedasi anche lo 
ffcrìtto pubblicato da Gerhardt, intitolato: Jfistoria et origo calcali diferentiali» (ivi, 
T. V p. 392-410). 



,y Google 



X 8S7K 
Anzitutto esBO gli apparve come la rappresentazione della legge di continuUà, che 
egli pose a fondamento di tutta la natura (*), come l'espreeslone del fatto che 
le cose naturali variano per gradi di tale piccolezza da essere Incomparabili 
rispetto a qualunque grandezza finita, da sfuggire a qualunque misura per 
quanto pìccola. In secondo luogo l'uso metodico dell' Infinitesimo fu per lui 
un mezzo potente per semplificare i calcoli e ridurli ad un unico algoritmo ge- 
nerale. E se del metodo infinitesimale gli fu più o meno giustamente contesa 
la gloria ,*), il calcolo infinitesimale è indiscutìbilmente cosa saa (*). 

Il problema de' massimi e minimi , quello delle tangenti, ed altri analoghi, 
avevano condotto alia considerazione di cì6 che ora chiamiamo la derivata d'una 

f(x + e) — f (x) 
funzione f (x). Per determinarla, sì doveva formare li rapporto - — 

dell' incremento della funzione a quello della variabile (rapporto incrementale), 



(*) Leibniz ed. Qerhardt, T. IV pag. 105. — È notevole il paragone che fa 
Iieibnìz tra le classi di esseri esistenti e le ordinate d' una curva. — Intorno alla 
legge di continuità vedi p. es.: Mourrisson, La philoiophie de Lnlmis, Parigi 1860, 
L. Ili C. II; Cohen, op. cit. , p. 55-60; Mailer, Das Prohlem der Continuìtàt ih 
Malkemattk und Mechanik, Harburg 1886, F. I. C. I. 

Sopra OD precarsore di Leibniz scrive Tiraboschì (Storia della letteratura ita- 
liana, Venezia 1823-1825, T. VI p. 582): -Il eh. ab. Draghettì.... ha osservato.... 

< che nelle cose fìsiche ancor prima dì ogni altro tra' moderni egli > (Fontano , 
1426-1Ò03) < ha fatto qualche cenno della or si celebre legge della continuità par- 
( landone anzi come di cosa comunemente adottata ». Cita poi (ivi) un passo del- 
l' opera del Fontano De Fortitudine L. I , in cui sì leggono !e seguenti parole: 
* Quid qnod physìcia quoque placet ab uno ad alterum extremum nisi per medium 

< adiium esse nnllnm ? >. 

{*) Non entro qui nella incresciosa questione di priorità insorta fra Leibniz 
e Newton, perchè estranea allo scopo di questo scritto. 

(*) Scrive egregiamente Hankel (Die Entvnckelung der Afathematih in den 
letzten Jahrhunderten, II ed., Tllbingen 1885, p. 10) : < Insbesondere schuf Leibniz 

< mit genialem phìlosophiechem Blicke eìnen Formaliemns, odor, wie wir Mathema- 
« tiker eagen , einen Àlgorithmus , eìnen eigentlìchen Kaikul , durch welchen die 
e Bchwierìgsten Probleme, an denen sich die bisherigen Forscher ohne odor mit 
e wenìg Erfolg abgemttht hatten, mit Einem Schlage, mit wunderbarer Leichtigkeit 

< gelOst wurden. Selbst abgesehen von der nrknndlicheii Wahrheìt ist es eine 

< Thorheit, Leibniz als Flagiator Newton's hinzuetellen, Hfi^tte er auch alle Metho- 

< den seines Rivalen gekannt , so wtlrde sein Algorìthmus alleìn ihn unsterblich 
( gemacht faaben ; mit sicherem GefUble hat dice bereits die Sprache anerkouut, 
« indem eie Newton's Erfindung « metkodu» fluzionnm et fiuentium ■ , Leibnizens 

< aber den < caUnlu» differentialia et integralis > genannt hat ». 

VOL. zxxix. 4S 
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e porre in questo e = o. Ma il calcolo del rapporto incrementale condaceva per 
lo piti ad espressioni assai complesse ; d' altra parte sempre più numerosi s'af- 
facciavano i problemi la cnieolazione dipendeva dalla conoscenza delle derivate, 
sicché occorreva ridarre il calcolo differenziale ad un istrumento di ttio facile, 
rapido e sicuro. A tal nopo si stabili una serie di teoremi, che permettevano di 
esprimere la derivata d'ana somma, d'un prodotto, eto., di più funzioni, nonché 
d'una funzione di funzione, mediante le derivate delle funzioni componenti ; per 
modo che si dovettero calcolare direttamente le sole derivate delle poche ftin- 
zioni elementari che figurano nell'analisi. Ma qui ancora fu raggiunta una grande 
semplificazione. Supposto che nel rapporto incrementale compaia un' espressione 
della forma À + Be+Ce*-(-..., dove À, B, C,... sono indipendenti da e, essa si ridurrà 
semplicemente ad A quando porremo e = 0. Ora il fatto che e deve, alla fine 
dei calcoli , essere eguagliato a zero può esprimersi in modo convenzionale di- 
cendo che e è una grandezza infinitesima, e a giustificare il passaggio dall'espres- 
sione A -H Be -1- Ce* + .... all'altra più semplice A può stabilirsi la regola, che una 
grandeexa infinitesima deve trascurarsi quando sia addizionata ad una grandezza 
finita. Questo lemma che, come già dissi, costituisce il fondamento del metodo 
infinitesimale, trova cosi la sua completa giustificazione ; ed appare evidente che 
esso, tien lungi dall'essere un postulato, quale da alcnnt fu ritenuto, b solo una 
regola pratica atta ad abbreviare i calcoli insegnando quali dei termini sono 
destinali a sparire e possono qaindi esser omessi. — Se Leibniz abbia visto la 
cosa cosi chiaramente , non può decidersi dall' esame de' suo! scriiti ; certo è 
che essa non fu compresa a dovere dai suoi contemporanei, gincchò altrimenti 
non sarebbero sorti tanti dubbi sull'esattezza del calcolo infinitesimale. 

Per esaminare quale aspetto prendeva, sotto il nuovo punto di vista, Il pro- 
blema delle quadrature {calcolo integrale), conviene accennare ad una regola, 
che non è se non un'estensione del lemma fondamentale. Dicasi infinitesima d'or- 
dine p un'espressione che s'annulla insieme ad e, e il cui rapporto ad e*" resta 
finito e non nullo per e — 0. Se M, N sono due espressioni infinitesime rispetti- 
vamente degli ordini m, n, essendo n > m, e se si pone : 

e™ e" 

dove P, Q hanno valore finito e diverso da zero per « = 0, sarà: 

M + N = «" P + e" Q = e" (P + e"''" Q) ; 

ma pel lemma più volte ricordato e""** Q deve trascurarsi rispetto a P, sic- 
ché si ha: 
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Di qaì la regola, che «« infinitesimo d'ordine superiore deve trascurarsi se 
addizionato ad uno d'ordine inferiore. 

Abbiasi ora uua curva la cai equazione eia y = f{x), e vogliasi determinare 
l'area racctiiasa da essa, dall'asse delle ascisse e dalle due ordinate j/^, y^ cor- 
rispondenti rispettivamente alle ascisse Xg, Xy Ciascuno degl'infiniti trapezi mi- 
etilinei d' eguale altezza dx in cut viene scomposta la superficie mediaste le or- 
dinate consta d'un rettangolo e d'un triangolo mistilineo ; ma quest'ultimo & in- 
finitesimo di second'ordine e però può trascurarsi rispetto al primo che è infini- 
tesimo di primo ordine ('). Quindi 1' area cercata è eguale alla somma dei ret> 
tangoli aventi i lati y, dx, ciO cfae si esprime scrìvendo : 



A=f f{ 

' Xq 



Se X, , j/j si considerano come variabili e si denotano semplicemente con 
X, y, anche l'area A sarà variabile e potrà rappresentarsi con Fix) \ cioè sarà : 



F{x) = 



f f{x)dx. 



La variazione dFix) dell' area corrispondente al passaggio da un' ordinata 
fix) ad una prossima f(x + dx) non fe altro che uno dei trapezi già considerati 
ma, poiché a questo può sostituirsi il rettangolo /(x) dss, si ha : 



dF(x) = f{x)dx 
dF{aj) 



dx 



F'(a!). 



Adunque l'integrazione si presenta come l' operazione inversa della deriva- 
zione. E per ottenere l'area d'nna curva y = f(a:), o, ciò che è lo stesso, l'inte- 
grale d'una funzione f(a), non è piti necessario ricorrere agli svariati espedienti 
geometrìci di cui dovevano servirsi nei singoli casi i predecessori di Leibniz ; 
basta cercare se tra le Tunzioni che conosciamo ve n' abbia per avventura al- 
cuna la cui derivata sii» appunto f(x). Questo processo per tentativi, ridotto in 
seguito sempre più— per quanto lo comporta la natura delle cose— ad un com- 



(*) È noto che , affinchè anche la somma dei triangoli posaa trascurarsi r: 
spetto a quella dei rettangoli, dev'essere soddisfatta ancora un'altra condizione. 
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plesso di regole metodlcbe , arricchito di criteri ntill per ridarre certe estese 
classi di funzioni ad altre piil facilmente integrabili, ha trasformato il calcolo 
integrale, da un insieme di artifizi piti o mono ingegnosi, in un vero corpo di 
scienza. 

A Leibniz pertanto spetta un dnptice vanto : quello di avere ridotto tutto 
quanto poteva esservi di discntibile, di men che rigoroso nel calcolo infinitesi- 
male, ad un punto solo, il lemma fondamentale; e quello di aver fatto del cal- 
colo un algoritmo', aprendo la ^loiXix)} (E-piso; dell'aita analisi, come Cartesio 
aveva spianata quella della geometria. 

L' importanza del progresso raggiunto fa pienamente riconosciuta st da 
Leibniz stesso i*) che da' suoi scolari (') , i quali ne diedero la più convin- 



l'} € Ce qu'il y a de meilleur et de plus commode daus mon nouveau calcnl, 

< c'eet qu'il offre dea verités par une espece d'aualyse, et sans ancun effort d'jma- 

< gination, qui souvent ne renssit que par hazard, et il nous donne sur Archimede 
« tous les avantages qne Viète et Descartes nous avaient donnés sur Apollonius >. 
Leibniz ed. Gerhardt, T. II p. 104. — « Nam anteqnam talia ad constantes qnosdam 
« characteres calculi analytici redncuntur, tantnmque omnia vi mentis et ìmagina- 

< tionis sunt peragenda , non licet in magis composita abditaque penetrare, quae 
« tamen, calcalo semel constituto, lusus quidem jocusque videntur. Unde jam mi- 

< rum non est, problemata quaedam poat receptum calculum menm soluta haberi, 
« qaae antea vix aperabantur ». Ivi, T. IV p. 26. — « Futo tamen plurea » (metodi) 

< recte revocar! posEe ad unum idemque caput... Methodi autem inassi gnabìlium a 

■ calculo differentiali absorbentur^ ut quicqnid hìs per fìgurarum contemplatìonem 

< consequi licet, id ipso calculo facile posait obtineri. Quare momentornm et regu- 

< lae Ouldinianae uaus (cuius quidam in Pappo vestigia observant), eonvolutiones 
€ quas vocae, et complicationes, et liixationes, aliaque id genus , ut specimina tan- 

■ tum univeraalioria infisitesimalium methodi accipis, quae calcolo differentiali trac- 
fi tata velut sponte nascuntur >. Ivi, p. 40. — < Ope hujua calcali differenti al is om- 
« nia lata reperio, sine Ugurarum inspectioae et linearum ductu, et per uonsequens 
« ea, ad qnae imaginatio por lìnearam ductus attìngere nequit ». Ivi, p. 479. — 

■ ..... Labe ich zuerst den anatytischen Weg gefiffnet, und kau anch carvas , quaa 

< Cartesius male mechanichas vocabat, quia calculo sao sabmittere non poterat, ad 

< nudaa calculi leges revociren, und das gemUth auch hierinnen a tentamentorum 

< anzietate et iacertitadine befreyen >. Ivi, T. VI[ p. 3G0. — « Dn. TachirafaasJua 
«de mea metodo dicere solebat, esse compendium compendìi, sed ni fallor plus 

■ quam compendium praebet, etiam Eugenio judìce, maxime utìque idoneo >. 
BHefloechsel zwiscketi Leibnis und Chr. Wolf, hemusgegeben von Gerhardt, Halle 
1860, p. 187. 

(*) F. es. Jacopo Bernoolli {Opera , p. 455) scrive : < Quanquam enim , ut 

< nuper ìnnui, aneam huic dedisae credam calculum Barrovii, qualem appello, qui 
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cente dimostrazione applicando il metodo lelbniziano allo stadio di problemi 
diffloiliBsiml e prima d'allora Insoluti. — Occorrerà però raccogliere in un trat- 
tato le regole del naovo calcolo; e a qneata opera al dedicò L' Hospital , il 
qnale nella sua Ànalyie dea in/ìaiment petits pour l'intelligence dea lignea courbea 
espose BÌBtematicamente il calcolo differenziale e le sae applicazioni geometriche. 
L' Hospital pone a base della teoria 1 dae segaenti poatalati, che egli dice 
essere evideiiti e potersi anche rigorosamente dimostrare col metodo degli an- 
tichi (*J: 

a) Dae qaantitft, la cai differenza è in fin itosi ma, possono prendersi l'ana 
per l'altra ; 

() Una carra può considerarsi come an poligono inflnitilatero (*). 



< ab hnÌQB virì tempore passim fere apnd geometras praestantiores invaluit, qnem- 

< que etiamnam nobil. Tecliìmhansio solemnem esse video : hoc (amen non eo in- 
c telligendum est, qaaai utilissimi inventi dignitatem ullatenus elevare, aut celeber- 
« rimi viri laudi merìtae qaicquam detrahere et aliis ascribere cupiam; et si qnae 
( conferenti mihi utrinque intercedere inter ìlloe visa est affinìtas, ea maior non 

< est, qnam quae faciat, ut, uno intellecto, ratio alterius faciHus comprebendator: 

< dum nnus superfluas et mox delendas quantitates adhibet , quas alter compendio 
■ omìttìt. De caetero namque, compendiam istboc tale est, quod nataram rei pror- 

< SUB mulat, facitqae ut infinita per hnnc praestari poseint , quae per alteram ne- 
c qneunt, praetarqnam enim quod ipsum hoc compendinm reperisse utique non erat 
e caìusTÌs, sed snblimia ingenii et quod autorem qnam maxime commendat ». 

(*) «D'ailleurs leB deux demaodes ou sappositious que j'ai faites au com> 
e mencement de ce Traile, et sur leequelles seules il est appuyé, me paraissent si 

< ^videnteB, qne je ne croìs pas qu'elle puissent laisser aucun doute dana l'esprit 

< dee lecteurs attentìfs. Je les auroia mème pu démontrer facilement & la manière 
e dee ancieuB, si je ne me fosse propose d'6tre court sur les cboses qui sont déjà 

< connnes, et de m'attacfaer principalement à celles qui sont nouvelles s. L'Hospi- 
tal, Àn. dea inf. petits, H ed., Parigi 1716, p. XV. 

Non è forse qui fuor di luogo mostrare in qual modo Tomaso Ceva stabilisse 
un principio che in sostanza h identico al primo lemma di L' Hospital : a Lioot ni 
e infinita ezcedat ne infinitom magnitudine ti, id nihii obstat quo minaa illae dnae 

< quantitates intellìgantur aequales. Nam qnantitas finita addita infinitae est voluti 

< punotam additum lineae». T. Ceva, Oputcula mathemal/'ca , Milano 1699, p. 44. 

(*) < I demando ou snpposition. On demando qo' on puisse prendre ìndiffé- 

< remment l'une poar l'autre deux quantités qui ne diffèrent entre elles que d'une 
« quantìté infiniment petite, on (ce qui est la méme chosei qu' une qnantìté qui 
« d' est augmentée ou diminuée que d' une autre quantitò infiniment moindre 
e qu'elle puisse Stre considérée comme demeurant la mSme... — IT demando on snp- 
c position. On domande qu' une ligne courbe puisse étre considérée comme l'assem- 
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Sttrebbe stato desiderabile ctie egli avesse dato la dimostrazione di qnesti 
postatati, anche perchè ciò gii avrebbe offerto l'occasione di dire che cosa in- 
tcDdesse per In fi ni tesi mo ; il che non sarebbe stato davvero superfluo in una 
opera che dall'infìniteeimo s'intitola. 

h' Analyee ebbe tre commentatori: Varignon (<), Crotusaa (*) e Fauliao 
il72:i-l802) i'). Veramente importante è il commeato di Varignon, e pel nome 
dell'autore, illustre per le sne ricerche di meccanica, e pel valore intrin- 
seco dell'opera, la quale è, piti che un commento, un lavoro originale. Varignon 
parte da due postulati, di cui il primo è identico al primo di L'MospiUil, e il 
secondo siabilisce che il prodotto di due infinitesimi è nullo (s'intende, rispetto 
a ciascuno di essi) (*). Fero 11 suo Infinitesimo non è se non una quantità, 
variabile indefinitamente piccola {') , anzi egli adopera indifferentemente le due 



« blage d'nne infinito de lìgnea droites, chacune infiniment petite: ou (ce qui est la 
« mème chose] comme un polygone d'un nombre ìnfini de cOtés , chacun infiniment 
<i petit, lesqueJB déterminent par les angles qa' Ìls font entr'eux la courbure de la 

< ligne *. Ivìf p. 3. 

(') Varignon, Éclairciseement» sur l'analyse de» infiniment petits, Teirigi 1725. 

(*) Crouzas, Commentaire sur V analyae dea infiniment petit», Parigi 1721.— 
Sulle idee di Crouzas intomo all'infinitesimo v. sopra P. I C. I. 

(') 11 commento di Paulian , di cui non cunoaco il titolo esatto , trovasi ri- 
cordato in Montucla, Bist. de» math., T. II p. 398. — Di esso e di altre due opere 
del medesimo antore (un Guide dei jeunes malhémaliciens e un Dictionnaire de phy- 
tique portatif) fa un cenno poco benevolo Tomaso Valperga di Caluso (1737-1815) 
nel § 28 della sua memoria: Dei différentes manières de trailer cette parlie dea ma- 
ikématiquea que ha unt appellent calcul différenliel et les autrea méikode dea fluxiona 
(Mém. de l'Ac. Royale des Se, 1786-1787, Turin 1788, p. 489-590); per dare un 
esempio degli equivoci a cui può condurre l'uso della notazione leibniziana, egli ri- 
porta le seguenti riduzioni tolte dalle opere accennate di Paulian: 

Idy _ .,^ _ , ^ _ ^ 

y ~ ' y ~ ' yy ~ y ' 

(*) « Snppoeition I. Toute quantìté qui n' est ni augment4e nì dlminnée que 

< d' une partie infiniment petite par rapport & son tout, peut ètre prìse pour la 

< méme qu'elle étoìt avant ce changement: Mutatio infinite parva, mutatio nnlla. — 

< SnppositioD IL Tout produit qui resulto d' une qu&ntité indéfioiment petite par 

< une BUtre quantité indéfiniment petite est nul>. Varignon, op. cit., p. 2. 

{'') « l)éf. II. La dìffèretice oti différentielle d' une quantité est l' accroisae- 
t ment ou la diminution instautanée de sa valeur. Àinai la difi'érence d' une quan- 

< tité vnrìable sera une portion indéfiniment petite dont sa valeur augmente ou di- 
• minue oontinuellement >. Ivi, p. 1. 
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espressioni inftniment petit e indéfinimenl petit ; di più ÌI sao modo di ragionare 
mostra una spiccata tendeii:!a verso il metodo dei limiti ('). 

Giacomo e Giovanni Bernoulli sì resero celebri per le applicazioni estese 
del calcolo leibnizianu loro dovute: il secondo Borisse pure (*) , sotto il titolo: 
Lectiones matkematicae de calcalo iniegralium aliisque, un trattato di calcolo 
integrate, destinato a completare il trattato di calcolo differenziale di L'Hospital. 
Un'altra opera avente lo stesso scopo è VAnalise des inflniment petite di Stone 
(m. 1768) CJ. 



(*) « Pour trouver les toudiantes d' une conrbe , sans la consldérer comme 
e un poligone, on les suppose d'abord comme des sécautes qui à In fin devieunest 

< tangentes... Par là on satisfait h un scrapule que voìcl sur le calcnl des différen- 
« ces... On dit qu'on peut mettre x-h dx pour x, et y + dy pour y; ce qui fait une 

< difBculté: car dx, dy sont quelqae chose ou zèro. Si on les prend pour qnelqne 

< chose, il ne sera pas vrai de dire (comme 1' on fait) que X + dx = X , &i y ^^ dy 
r = y. Si on les prend pour zèro, d'est nn badinaga que de clianger x en a; + dx, 

< ou y &D y+ dy ; et l' on ne doit tirei' de ar f dir, ou de y + dy que ce que 1' on 

< tireroit de se et y. — Pour répondre à cette difficulté , 1' on ne doit pas dire que 
t X + dx Boit = X, ni y + dy = y; mais quex + dx est une abscisse qui a, dans ce 

< Uen , la mème propriété que x , et y + dy ì& méme que y : de sorte que 1' on 

< pourra faire de ce + dx on àe y + dy la méme chose que de X ou de y. Et parca 
e qu' en ce cas dx et dy sont quelque chose (autremeot la seconde égalité ne se- 
■ roit qne la premiere sans aucun cbangement , ce qui seroìt badin) , toutes ces 
«: pnissances s'en doìvent conserver, tant qu'ou demenre dans cette snpposition; e. 
« à. d., tant que les ordonnées MP, mp sont distantes I' une de I' autre, quelqae 

< pen que ce soit; et dans tout cela MT n'est eucore qu' une secante, mais en 
s considéraot ces ordonnées s'approcher juaqa'i se confondre ensemble, dx et dy 
X cessent d'étre qnelqne chose et deviennent cbacune = 0; c'est pour cela que les 

< pnissances s'en rejettent, et o'est là le cas od la secante devient tangente ». Ivi, 
p. 12-13. 

{») Job. Bernoulli, Opera, T. Ili p. 385-558. 

(') Eccone il titolo completa: Analise dei infiniment petit», comprenant le cai- 
« Citi integrai dona tonte ion etenduS; avtc son application aux quadrature», recti- 
« fioation», cubature», centres de gravite, de percttstion, eie. de toutes aorte» de cour- 
* be». Par ìi. Stone, de la Societé Royale de Londre»; aervant de suite aux infini- 
ti ment petit» de M. le Marquis de 1' Hòpìtal: Tradait en Frangoi» par ìi. Rondet, 

< Maitre de Matkémalique». Parigi 1 735. 

Non è improbabile che questa sia la seconda parte dell'opera di Stone: A me- 
thod of fiuxion» CÌ730), di cui la prima parte, al dire di Cantor (op. cit., T. Ili p. 
713), non è se non la traduzione del trattato di L'Hospital. 

Una critica della Anali»» teggesi nelle Opere di Giov. Bernoulli, T. IV. p. 
169-192. 
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Anche Grandi, nella sga opera giti citata : De infinitis eie. , pur combat- 
tendo l'esistenza di quantità infinitesime costanti, espose i prÌDCìpii del metodo 
infinitesimale secondo i concetti di Leibniz. 

Frattanto l 'introduzione dell'opera di itfac-Laarin nel continente, e l'Influenza 
degli enciclopedisti, davano la preponderanza al metodo dei limiti, ed aprivano 
l'&dlto alle lunghe dispute di cai avremo a parlare nel Capitolo seguente. 



CAPITOLO IV. 
Metodo dei limiti. 



Il carattere più saliente del metodo del limiti è questo, che esso non fa tuo, 
neppure come modo dì parlare, di termini implicanti l'idea di grandezze diverse 
dalle ordinarie grandezze finite (*), e quindi anche nella forma fe pienamente 
rigoroso. La difFerenza tra cbbo ed il metodo infinitesimale può sembrare sol- 
tanto una differenza di parole, consistenlo nel dire p. es. Jimite del rapporto 
di due quantità tendenti insieme a zero, invece che rapporto dei loro incremetiti 
infinitesimi. Ha essa è piti profonda assai. Ed invero il metodo dei limiti non 
invoca alcun sussidio estraneo al domìnio dell'algebra, non ricorre ad alcun 
concetto nuovo, ad alcuna nuova convenzione ; esso non ha d'uopo che dei soli 
teoremi riguardanti il limite d'una somma, d'una differenza, d'un prodMto, d'un 
quoziente. Inoltre, mentre le' relazioni a cui conduce it metodo Infinitesimale 
non sono esaiie per alcun valore diverso da zero di tfx , (ì^, quelle 'ottenute col 
metodo dei lìmiti sono sempre perfettamente esatte. A questo vantaggio è da 
contrapporsi tfna minore speditezza nei calcoli ed una minor faciliti di espri- 
mere mediante equazioni analitiche le condizioni dei problemi da studiarsi. 

Sebbene il metodo dei limiti, nella sua generalità e sotto la sua forma più 
moderna, appaia per la prima volta nei Principia di Newton, non può ttittaris 
passarsi sotto silenzio uno scritto antecedente a .questo di <»rca 20 anni , la 



(') Scrive Newton {Opuscula maih., T. I p. 207): «...et volui «stendere, qnod 

< in methodo fiuxionuui non opus aìt fignras iufioite parvas io geometrtam intro- 
« ducere >■ — E Taylor (Methodus tncremeniorum , Pref.): « Et hoc pacto vitator 
« omnia coneideratio quantitatum infinite (seu, ut aliqai amant, indefinite) parvarum ».— 
E Mac-Lanrin (TYaUé ctes fluxion» , T, I p. III;: «: Je ne preodrai aucnne panie 
■ du tema ou de l'espace comme indivisible, ou comme infiniment petite... Je ne 

< supposerai pas que les lignes courbes ou les espaces curvilignes soient divìsés en 
a elemens rectìlignes». 
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Vera circuii et hyperbolae quadratura di Jacopo Gregory (lfi38-I67&) ('). Que- 
sto lavoro , cbe nos ebbe fortuna pari al merito , t notevoliasimo , perchè 
contiene in germe talune delle idee che oggidì prevalgono nell'analisi, e spe- 
cialmente pel modo in cui è posto il problema fondamentale della quadratura 
del cerchio. 

Dopo aver detto che ufficio dell' analisi è , non solo risolvere le questioni, 
ma anche eventualmente dimostrarne la insolubiliti (*) , Gregory introduce il 




concetto di relazione analitica (') , designando come Jali quelle formate me- 
diante operazioni razionali ed estrazioni di radici , e si propone di dimostrare 
che una relazione di tal natura non può esistere fra 1' area del settore ABIP 
e quelle del triangolo ABP e del qnadi'angolo ABFP {•), Perciò egli osser- 
va come le sole grandezze a noi direttamente acceBsibili sieno le razionali, 
come delle irrazionali non sogliansi considerare se non quelle ottenute per estra- 
zioni di radici ('). Ogni altra grandezza irrazionale ci è nota solo in quanto 



(') Fu pnbblicata per la prima volta a Padova nel 1667. L' edizione che cito 
qui è quella comprendente le p. 407-462 delle Opera varia di Hnygena (Lei- 
da 1724). 

(*) e ... analyaios ofiìcium esso sicnt algehrae communis, non solnm problemata 

< resolvere, sod etiam eornm impossihilitatem (si opus Bit) demonetrare ». Gregory, 
1. e, p. 408. 

(*) Quando quantitas componitnr ex qnantitatum additione , snbdnctione , divi- 
e alone, radicum extractione, dicimus illam componi analytice>. Ivi, p. 413. 

(•) « Dico sectorem circoli , ellipaeoa vel hyperbolae ABIP non eaae compoai- 
■ tnm analytice a triangulo ABP et trapezio ABFP >. Ivi, p. 429. 

(') e Primum itaque sciendnm est nos semper nobis proponere quantitates 

< commensnrabilee, eeu quae Inter se snnt ut numerna ad numemm; proportìonem 

< enim incommeusurabilem uisi relative ad commensurabilem nullo modo percipi- 

< mns, habet enim in se nescio quid infiniti, mentem nostram obtnndena et simpli- 

< cem perceptionem ìmpediens ». Ivi, p. 409. — < Advertendum est verìssimum phi- 

vuL. mix. 44 
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è poBBibfle trovare una grandezza razionale, od almeno analitica, ohe ne diffe- 
risca meno d'una quantità assegnata ad arbitrio; e la determinazione di una 
tale grandezza può considerarsi come ana sesta operazione dopo le 4 razionali 
6 l'estrazione di i-adice (*;. Questa operazione pai> eBeguirsi in modo sistematico 
formando una coppia di successioni a, ,aj,.. .,&,,&!,..., tali che a„4( e I>„^, si ot- 
tongano da a^,b^ con una legge costante indipendente da n,cbe a^—b, tenda 
a zero al crescere di n, e che la f^andezza da determinarsi sia compresa f^a 
1,, e b„ qualunque sia n; una coppia di successioni di tale natura vien detta 
da Gregory serie convergente (*). La terminazione della serie, ossia il limite 
comune delle due successioni, deve dipendere in uno stesso modo da qualsiasi 
coppia di elementi corrispondenti di esse , e però la sua espressione sarà data 
ds quella funzione f(a„ , b„) che soddisfa alla condizione fia^^^ , fi,»,) = 
f(.a^,b^ (^). - L' applicazione al cerchio è ovvia. La serie convergente è data 
dall'insieme dei poligoni regolari inscritti e circoscritti di cui ciascuno ha un 
numero di lati doppio del precedente ; ma Gregory dimostra elio non esiste 
alcuna funzione analitica la quale soddisfaccia alla condizione poc' anzi accen- 



< losophoTUm axioma, neìnpe omnem nostram cognitionem a seusu ortum habere : 

< inter proportiones enim, sola commensurabilis eensu attingitar et perfecte ab bo- 

< mana mente iotelligitar; incommensurabilis enim a matliematicis solnmmodo adhuc 

< contemplatur, quatenua commensurabilis cujasdam rationis est subduplicata, sub- 

< triplicata, etc. vel ex talium additione , subdactione etc. genita: hoc est, qaanti- 

< tas quae quantìtati propositae est incommensurabilis ex eo solummodo ab humana 
e mente contemplatur, quod ex alìq^uot quaniitatam cognìtarum et propositae qnan- 
« titati commensurabilinm additione, sabductione, multiplicatione, divisione et radi- 

< cum eztractione componi possit »> Ivi, p< 432. 

(<) < ... et nostra sexta operatio , quae in genere nihil aliad est qoam inven- 

< tio proportiouis commensQrabilii<, quam proxìme accedentis ad nostram pi'oportio- 
« nem non analyticam, componitur ex prioribus qnìnque >. Ivi, p. 409. 

(*) * Sint dnae qunntitates A, B, a quibas componantur duae aliae quantitates 

< C, D, quarum differentia sit minor differentia quantitaturo A, B, et eodem modo 

< qno C componitur a quantitatibus A, B, compoDatur E a quantitatibua G, D; et 
« eodem modo qno D componitur a quantitatibus A, B, componatar F a quantitati- 

< bes C, D; et eodem modo quo E componitur a quantitatibus 0, D, vel C a quau- 

< titatibns A, B, componatnr Q a quantitatibus E, F; et eodem modo quo F com- 
« ponitur a quantitatibus C, D, vel B a quantitatibus A, B, componatnr H a quan- 
« titatibus E, F; atque ita continuetur serìes: appello hanc serlem, sertem conver- 

< gentem ». Ivi, p. 413-414. 

(*) <t ... manifestum est omeis serie! convergentis teiminationem eodem modo 

< esse Gompositam ex termiuis con vergenti bus primis quo ex terminis convergenti- 
« bus eecandis, tertiis, vel quarti», etc. » Ivi, p. 428-429. 
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nata, e da ci6 pa6 dedursi che l'area del circolo " non è funzione analitica del 
diametro. A dir vero la dimostrazione di Gregory contiene tali imperfezioni da 
toglierle ogni importanza; ma resta all'autore, oltre gli altri meriti già ricordati, 
quello grandissimo d'aver posto il problema in modo chiaro e preciso, sottraen- 
dolo alle sottigliezze seolastiche a coi per 1' addietro si ricorreva per interpre- 
tarlo (•). 

Il metodo dei limiti può dirsi tutto racchiuso nel Lemma 1» del L. I dei 
Principia di Newton : Due quantità, ia cui differenza in un tempo finito diviene 
minore di qualunque quantità assegnata, divengono infine eguali ('). 

Qui il concetto d'eguaglianza prende una significazione più larga di quella 
BÌDOra avuta. Non può più dirsi: Due quantità, o sono eguali, o non lo sono. 
Le quantità, con cui ora abbiamo a fare, non sono già fisse , ma fluenti; due 
quantità di tal natura possono variare mantenendosi, in ogni loro stadio, difie- 
rentì, e ciononostante noi le chiamiamo eguali, perchè esiste sempre ano stadio 
nel quale la loro differenza è piccola a piacer nostro. 

Questo concetto di egaaglisnza era stato intravisto da Format, ma egli non 
aveva avuto l'ardirò di adottarlo francamente, e l'esprimeva colle parole adae- 
quare o fere acquare. 

Però Newton, volendo adattare ai bisogni dell'analisi il suo modo di ve- 
dere circa la generazione delle grandezze continue, si serve d' una doppia no- 
menclatura, di cui runa 6 quella rigorosamente matematica del metodo dei li- 
miti, l'altra 6 fondata sull'idea delle quantità evanescenti e nascenti. La cosa b 
veramente strana. Newton, quando s'accinse allo studio delle leggi dell'universo, 
ben comprese che era inutile voler partire da un'ipotesi sulla vera essenza dei 
fenomeui naturali, che interessava piuttosto trovare un principio matematico, In 
base al quale potessero stabilirsi lo leggi generali, fosse pure questo principio 
l'espreBsione d' una idea fisicamente insostenibile (*). Ma egli non ispiegò in 



(*) Basti dire che nel già citato trattato di Alberto di Sassonia sulla qua- 
dratura del circolo si enumerano cinque modi diversi d' intendere il problema, V. 
Zeitaohr. fOr Math. und Phys., T. XXXIX, HIa., p. 88. 

(*) < Qaantitates , ut et quantitatum retìones, quae ad aequalitateiu tempore 
« quovis finito constanter tendunt, et nute finem temporis illius propiue ad ìnvicem 
« accedunt qnam prò data quavis differentia , fiunt ultimo aequales ». Newton, Pkil. 
nat. pr. math,, L. I Lemma I. 

(*) « It is incoDceivable, that inanimate brute matter should, without the me- 
« diation of something else, which is not material, operate upon , aad affect other 
1 matter without mutuai contact; as it must do, if gravitation, in the senso of Epi- 

< cu ras, be essential and inherent in it. And this is one reason, why I desired 
« you would not ascribe innate gravity to me. That gravity sbould be innate^ in- 

< lierent, and essential to matter, so that oue body may act upon onother at a di- 
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stessa libertà di spirito nello stndJo del contiono matematico. E ài quanto danno 
ciò sìa stato all'evidenza ed alla Bempliclt& della sua esposizione, riesce cbiaro 
a chi osservi come egli, per giastiBcare matematicamente le suo quantità na- 
scenti od evanescenti, debba par sempre ricorrere al eonoetto di limite ('). 



e stanca through a vacnnm, without the mediation of any tliing elee, by and tiirongh 

< wich their action and force may be conveyed from one to anolber , is to me so 

< great an absurdity , that I believe no man who bas in pfailosophical matterà a 
« competent faculty of thinkìng^ can over fall into it. Gravity must be cansed by 
e an agent acting conetantly accordìng to certain laws; bat whether this agent be 
«material or immaterial, I bave left to the consideration of my readers „. Newton, 
Opera omnia, ed. Horsley, Londra 1779, T. IV p. 438. 

(*J « ... malui demonstratioaes rerum sequentinm ad ultimas qaantitatum eva- 
* nescentium snmmas et rationes prìmasque nascentium, id est, ad limites nume- 

< rerum et rationum dedncere; et propterea limitum iltomm demoustratìones qua 

< potui breviiate pra emittore... Objectio est, quod quantitatum evanescentium nulla 

< eit ultima proportio; quippe quae, antequam evanuerunl, non est ultima; ubi eva- 

< nuerunt, nulla est. Sed et eodem argumento aeqae contencli posset nnllam esse 
« cor pori s ad certum locum, ubi motus 6niatar, pervenieiitis velocitatem ultimam: 
( hanc enìm, antequam corpus attiugit locum, non esse ultimam; ubi attingìt, nal- 

< ]am esse. Et responsio facìlia est: Per velocitatem ultiraam intelligi eam, qua cor- 
« pus movotnr, nequo antequam attingìt locum nltimum et motus cesaat, neque 

< postea, sed ttino cnm attingìt; idest illam ipsam velocitatem, quacum corpus at- 
« tingìt locum ultimum et quacum motus cessat. Et similiter per ultimam rationem 

< quantitatum evanescentium intelligendam esse rationem quantitatum , non anto- 

< quam evanescnut , non postea , sed qaacum evanescunt. Et summa prima et nl- 
■ tima est qnacnm esse (vel augerì vel minui) inoìpinnt ac oessant. Extat limes 

< quem velocìtas in fine motus attingere poteet , non autem tranagredi : Haec est 

< velocitaa ultima. Et par est ratio limit<s qnantitatum et proportionum omnìnin 
€ ìncipientium et cessantinm... — Contendi etiam potest , quod si dentur ultimae 
« quantitatum evanescentium rationes, dabuntur et ultimae magni tudines... Yerum 
« haec obiectio falsae ìnnitur hypothesi. Ultimae rationes illae quibuscum quantita- 

< tes evanescunt, revera non sunt rationes qaantitatum ultimarum, sed limites ad 
« quoa quantitatum sìue limite decrescentiura rationes aemper appropinquaut , et 
« quos propìus assequi possunt quam pio data quavis differentia , nnnquam vero 

< transgredi, neqne prius attingere quam quantitates dìminuuntur in infinitam... In 
« sequentibus igitur, si quando facili rerum conceptuì consnleas, dizero quantitates 
«quam mìnimas, vel evanescentee , vel ultimas, cave intellìgas quantitates magni- 
« tudiue determinatas, sed cogita soraper dimìnnendas sìae limite». Newton, i%iY. 

< nat, pr. math., L. I Lemma XI Scolio. 
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Bel metodo dei limiti Newton volle fare un algoritmo oreando il metodo 
delle flusaioni (*), collo scopo precipno di evitare l'nso di grandezze non finite. 
Calcolate infatti, col processo dì passaggio al limite, le flnssioni o derivate delle 
diverse qnantUà varlabUi, ai hanno in esse grandezze proporzionali agli incre- 
menti istantanei di qaeste, e che possono quindi in ogni caso sostitidrlì (*,. 

Il metodo delle flnssioni trovò an dotto e coacienzioso espositore in Uac-Laa- 
rin. Però qnesti , mentre nell'Introduzione della sua opera espone chiaramente 
il principio fondamentale del metodo dei lìmiti ('), mentre nell'opera stessa fa 
uso costante del concetto di velocità , che è la base dell' idea di flussione , ri- 
nuDcia poi ad uno de' principali vantaggi dei metodi moderni, conducendo tutte 
le dimostrazioni more archimedeo, colla riduzione all'assurdo. A fondamento della 
teoria egli pone quattro assiomi. Il primo (*) asserisce che lo spazio descritto 



('} V. Lesenr e Jacquier, Commento ai FrincijAa, L. I N. 143-169; Newton , 
Methodua fiuxionttm a Traelatu» de quadratura curvantm (Opuscula, T. I). 

(*; K Similibas argumentis, per metbodum ratìonum primarum et ultimarum , 

< colligi possunt fiuziones lìnearnm, sea rectarum, seu curvarum, in casìbus quibus- 

< cunque, at et flaxiones enperiìcierum, aogaloram et aliaruin quantitatum. In fioìtia 

< antem qnantitatibus analysin sic inatitaere, et finitarum nascentìum vel evanescentium 
( ratìones prìmaa vel ultlmas investigare, consonnm est geometriae veterum; et vo- 

< lui ostendere quod in mea metbodo fluzionum non opus sit fìguras infinite parvas 
<c in geometriam introducere». Newton, Opuscula, T. I p. 207. 

(') t En general il parolt per cette déraonstratìon, quo lorsque denx quantités 

< variables AF et AQ , qui ont toujours 1' nne k l'autre la mSme raison invarìable, 

< s'approchent en méme tems de deux qaantitéa déterminées AB et AD, eeaorte qu'al- 

< les penvent s'en approcher jusqu' i. en différer moins que d'ancuue mesnre assi- 

< gnable, la raison des limitea AB et AD sera la mfime qae cette raìson invaria- 
« ble des quantités AP et AQ ; et cette proposition doit étre oonsidérée comme 
« ane proposition trés sìmple et 1 onda mentale, au moyen de laquelle nous pouvons 
« comparer ensemble les espaces cnrvilignes dans plusieurs cas tes plus simples „. 
Mac-Laurin, Traiti dea fiuxions, T. I p. VII. — « En general , &Ì nne qaantité dé- 

< terminée AB est toujours une limite entro dens quantités variables AP , AQ 

* que l'on suppose s'approcber continuellement l'une de 1' autre et de la premiere 

< AB, ensorte qne la différence de l'une oa l'autre à la premiere devienne pina 
« petite qu'aucune quantité donneo, ou ensorte qne la raìson de AQ k AP de- 

< Vienne plus petiteqa' ancune antro raison déterminable d'une quantité plus grande 
(& une autre plns petite; si de pina on suppose qu'nne autre qciantité détermìnée 
e ab soit toujours une limite entre denx quaotiiés ap et aq, et que <iq soit tou- 
«joars égale k AQ, ou moiudre que AQ, soit ap égale k AP , ou plus grande; 

* alors les limites AB et ab seront égales entr' elles ». Ivi, p. X-XI. 

(*} Kac-Laurin, Traile dea fiuxions, T. I p. 8. 
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nel moto accelerato è mk^giore ili quello ohe sarebbe descrìtto in egòftl tempo 
con moto uniforme e colla velocità iniziate; il secondo paragona II moto acce- 
lerato al moto uniforme colla velocità finale; il terzo ed il quarto si riferiBCooo 
al moto ritardato. L'oso di questi assiomi verrà chiarito dal segdBnte semplicis- 
simo esempio (*). 

Vogliasi trovai-e la flussione di A* , essendo a quella di A. Be A* è , tu 
generale , lo spazio percorso da un mobile «Ila fine del tempo A , quello per- 
corso nell'intervallo da A ad Afo sarà (A + o)* — A* ossia 2Aa + a*, 6 
quello percorro nell'intervallo da A — a ad A sarà. A* — (A-n)* ossia 2Aa-a*. 
Ora la flussione cercata è il prodotto di a per la velocità del mobile alla flne 
del tempo A, cioè lo spazio che percorrerebbe 11 mobile procedendo con moto uni- 
formo e con questa velocità durante un ìutervallo di tempo a ; quindi tale flus- 
sione, per gli assiomi fondamentali , sarà in ogni caso compresa fra 3Aa 4- a* 
e 2Aa — a*. Supposto che essa fosse maggiore di 2Aa, e per esempio eguale a 
ÌAa +pa, e preso a tanto piccolo che sia p> a, sarebbe 2Aa +pa> 2Aa + a* , 
ciò che è assurdo; analogamente supponendo che essa fosse minore di 2A.ii. 
Dunque essa è eguale a 2Aa. 

Nel C. 12 del L. I l'autore tratta del metodo degl' infinitesimi , facendoDC 
vedere la concordanza col metodo dei limiti. 

L'opera di Mac-Laurin, pregevolissima per lo importanti questioni geome- 
triche, meccaniche e fisiche che vi sono trattate , è difettosa pel principio da 
cui pane Infatti la definizione di velocità, quale la dà Mac-Laurln (*}, e quale 
si trova nei trattati elementari, non t certo atta a darne una idea netta; per 
chiarire che cosa sia velocità, è indispensabile ricorrere al concetto di limite. 
Ciò posto, perchè non trattare direttamente l'analisi col metodo del limiti, e 
senza introdurvi un concetto ad essa estraneo {'), e che a sua volta ha bisogno 
dell'idea di limite per essere chiaramente formulato? 



(') Ivi, T. Il p. 160. 

(*) « .... la vitesse à la fin d' un tems est exautement mesorée par 1' espace 
« qui auroit été décrit dans un tems donne, si le mouvemeat avnjt été conUnaé 

• uniformément depuis ce teins ». Ivi, T. I p. 3. 

(*) Valperga di Caluso, in una lunga memoria (già citata nel Gap. prec. e della 
quale dovremo riparlare tra poco) scritta a difesa del metodo delle fiussioni, cerca 
di scagionare questo metodo dall' accusa di ricorrere ad un elemento estraneo al- 
l'analisi pura, sostenendo che 1' idea di velocità è una di quelle idee primordiali, 
come il tempo, lo spazio, etc. , che sono altrettanto facili a concepirsi quanto dif- 
ficili a definirsi esattamente. £cco alcuni brani delle molte pagine dedicate a que- 
st' argomento : " Le calcul dift^érentiel , dit-on, doit Stre une partie de 1' analyse 
« pure: donc on ne doit pas y admettre dee notìons empruutées à la Uécanique. 

* On peut répondre qoe 1' analyse à la riguear n' est qu'une méthude, et abuaive- 
' ment uu langage; que dans chacun de ces deux sene elle peut entrer ea toute 
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Del tutto analogo al metodo delle flussioni è quello degli incrementi , che 
forma oggetto dell'opera principale di Brook Taylor ('). 



« les parties dea Mathématiqaes, et par conséqnent n' gd constitae aacnne quand on 
X les partage aelon les différeoB eujets doDt ellea s' occupent , et non aelon la dif- 
« ferente oianiòre dont on les traite ; qne la théorie dea fluziona appartieni & la 
<c haate Geometrie, et qn'elle n'emprunte poiot de notions de la Mécaniqne >. Kem. 
cit., § 26. — < Or voilà la vraie sonrce de la théorie dea fluxions, un lieu géomé- 
« ti-ìqne , et 1' ordonnée qni le parcourt. On y voit 1' abscisse , 1' ordonnée , V are , 

< 1' aìre cbanger de grandenr avec des viteasea dont il est natnrel de remarqner 

< r égalité oa l' inégalité, et de chercher les rapporta >. Ivi.— * Betoumons aa lieu 

< géométrìqna avec l'appliquée qui le parcourt. On y condoli dea Ttteaaea avec lea- 

< quelles lea grandears changent. Maia comment pent-on imaginer que la notion 

< de telles vStesBea est empruntée à la Uécanique ? Qu' est-ce en Uécanique la vl- 

< tease avec laquelle une aurface croìt ? Le mot vltetse a par Inì-mSme un sena 

■ beaucoup pina étendu et plus abatrait qn'il n'a dans cette science... l'idée de la 

< vttesBe ne se berne point au corps qui change de lieu, elle embi-asae la sncceasion 

■ plus ou moins rapide des différens états de quoiqne ce soit, méme dana le moral; 
e elle est comme toutes les idées lea plus nniversellea et les pina communes, le 
« tems , r espace , etc. ausai facile à concevoìr d' une manière non éqnivoque , que 

< difficile & expliqner par des termes qui ne prétent ancun c6té k la chicane. Lee 
« enfans entendent également bien ce quo e' est qu'apprendre vite une le9on, on 
« acbever vite une carrière ; les vttesaes sont ponr eux, tout comme pour Newton, 
« en raison directe de la grandenr de ce que l'on fait, et invera» da tema qn'oa y 
« emploie. C est pourquoi le Geometre pent se servir du mot de vlt«89e , comme 

< de tant d'autres entendua de tcut le monde, eans explications. Maia sì on en vent 
« une, je dirai que par vttease j'entends nne espèce de diapoiition ou acheMinemenf 

< de ce qui change , & faire des cbangemens plus ou moins grands dans un tema 
1 donne >. Ivi, § 27. — < La mesure du mouvement nécessaire des oorps, mfla par 
« des f or ces, apparti ent à la Mécaniqne, mais quoiqu'en faisant abstraction des raaraes 

< et des forces il ne reste qu' un mouvement de pointe qni traorat des lignea , il 

< ne s'ensuit pas que la consideration da mouvement des pointe qui tracent lea li- 
« gnes soit do resaort de la Mécanique: c'est an oontraire, qne ia Mécanique, ainsi 
«que toutes les sciences Fhysico • Mathématiquea , abstraction faite de ce qni est 

< propre i, leur aujet, réduisent leura. questiona en deraier resson k dea problèmes 
« de Geometrie ou d'Algebre. De tout tems lea Géomètres ont regardè la ligne comme 

< l' éconlement du point, mene des perpendìculaires, dea parallàlea, condnit nne droite 

< sor nne autre ponr engendrer nne surface, décrìt des conrbes par nn mouvement 
« continu , et tout cela dans leur esprit , par de eimples opérations de leur enten- 
<t demeut, où les loix de la Mécanique n' entrent ponr rìen>. Ivi. 

e) Taylor, Metkodus incrementorum directa et invena, Londra 17t7. 
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Tra gli ammiratori del metodo delle flassioni parrii strano trovare nn nipote 
di quel Giovanni Bernoallì , a cai tanto deve il calcolo leibniziano , Jacopo II 
BerDoalli (1759-1789). In una memoria presentata all'Accademia di Torino (*), 
egli, dopo aver messo in lace le difScoltà a cai Ab, luogo il concetto d'inllnite- 
slmo, ai propone di rendere più spediti i procedimenti del metodo di Newton ; 
a tal aopo , stabilito il concetto di diepotizione {*) , clie — come egli riconosce 
- non differisce in sostanza da quello di velocità (*) , dimostra i teoremi fon- 
damentali del calcolo in modo altrettanto semplice quanto poco stringente. Valga 
d'esempio la determinazione della dispoaUione totale - ossia del differenziale — 
d'un prodotto di più fattori (*), Bentosto però anche la semplicità va smarrita; 

(*> Ettai d'une notivelte manière d'envìsager lea différences ou ha Jlttxions des 
quantitét variaìtles, par M. Bemoulli (Mem. do l'Ac. Roy. des Se, 1784-65,IIpartie, 
Turìn 1786, Mémoìreti des correspondans, pag. 141-153). Segae una Additùm del- 
l' Ab. Calnso (ivi, pag. 163-159). 

Clie l' autore sia Jacopo II Bemoulli , risulta da una nota al § 8 della me- 
moria citata di CaluBO. 

(*) < 11 aeroit donc aeulement & souhaiter qu' en conservant oette méme mé- 

■ thode > (il metodo delle flussioni) « on pùt saus rìen rel&cher de la rigaeur des 

■ démonstrations, les rendre moÌDS longaes et moìae pénibles à saisir. J'ai cru troaver 

< oes avantagSB dans la manière dont mon Pére » (Giovanni II Bemoulli [1710-1790]) 
« me faisoit enrisager les fluxions, oa les infìnimBnt petits... , Cette idée a donc cela 

< de commnn avec ta méthode des flazions, qu'on ne regarde paa les quantitéa comme 

< recevant des additiona, ou des diminutions, mais comme ay^ant simplement k chaqae 

< instant une dìspositìon & augmenter, ou k diminuer... . Cea prìncipes établis , oa 

< en tire les régles du calcul différentiel avec la plus grande eimplicité et clarté , 
> en appelant lea dispositiona de denz quantités varìables x, ot y , dx , 9t dy (ce 

< qui siguifie donc autant qua ai je disois l'augmentation, ou la diminution qne la 
« quautité X prendroit dans un certain tema, comme d'une seconde, ou d'une minnte, 

< ai pendant tout ce tema la diaposition restoit la mSme , étant exprimée par dx , 

< l'augmentation ou la diminution de y dana le méme teme et dans la méme aap- 

< poaition aera exprimée par dy,...) >. L. e. , pag. 142-143. 

(*) « ... et ainsi on voit qne dos dispositiona reviennent au fond aa mdme avec 

< les vttesses du calcul des fluxiona... >. L. o. , pag. 143. 

(*) < 8' il a' agit da aavoir la dispoaition totale d' une quantité compoaée de 

< plusieurs facteurs varìables, comme xyz, auquel cas se réduit la difTerencìatioii 
« de tontea les ;utrea formules quelque comptiquéea qu'elles aoient,... on dira sìm- 
« plement, si X senle étoit varìable, la diaposition à augmenter aeroit, d'après ce 

■ qui vient d'étre dit, yz dx; ai y aeule i^toit variable, la diaposition seroit ice dy, 

< et elle Beroit xy dz, si z étoit aeula variable : or X,y ,z étant varìables toutea 
« troia, il B'ensuitj qne cea troia diapoaitìons & augmenter ont lieu toutea & la foia, 
« et que la diaposition totale qui en résulte est ytdx-^xedy^xyde ». L. e., p. 143. 
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basti dire che Bernoolli confessa di aver dovuto ridarsi , per la ricerca del 
ragghio di carvatara, all'ordinario metodo del limiti ed invita i lettori a tentare 
di rendere piti chiuro e piìi facile il suo ragioDamonto C) ! 

Di Eulero già ei disse, che il coDCetto d'infinitesimo da esso adottato, oltre 
che per eè stesso mal definito , si rivelò Inadatto alle applicazioni analitiche. 
Egli infatti si era proposio di far aso di infinitesimi rigorosamente naili, ma il 
cni rapporto fosse determinato; in realtà per6 il suo metodo sì riduce alla ri- 
cerca del limite del rapporto di due quantità che decrescono insieme indefini- 
tamente (*}. 

Al concetto d'Eulero s'accosta quello sviluppato dal Caluso nella memoria 
poc'anzi citata. Secondo Caluso, dire ctie una grandezza è infinita o nulla equi- 
vale ad aCTermare l'impossibilità di misurarla (>). Un' eguaglianza fi'a due espres- 



(') < J'ai trouvé plus de difflcaltés, je l'avone, en oherchant d'après cette mé- 

< thode le rayon de la développée, et la voie que j'ai enfin été obligé de prendre, 

< revient prssqa' à celle de la limite des rapporta. Quoiqa'il en soit, je la mettrai 

< ici aux yeuz du Lecteur, à qui elle peat donner occasion d'en trouver une autre 

< plus aatiafaisante et adaptéa k nas prìncipes >. L. e, pag. L51. — < Si ce raison- 

< nement n'a paa d'abord toute la clarté qa'oa désire, on n'a qu'& l'examiner avec 

< attention pour se convaiucre de sa justesse : j' espère que quelqa' un trouvera 
« moyea de le simplifier et d'en écarter ce qu'on y pourroic trouver de trop aubtil ». 
L. e, pag. 153. — All'invito dell' autore risponde i'Addition già ricordata dell' Ab. 
Caluso. 

(*) Ciò risulta chiaramente dall' esame dell' opera stessa , nonché dalle parole 
segufiDti dell'autore (Eulero, op. cit., Pref., p. LXI): < .... deinde vero haec incre- 

< menta cogitatìone continuo minora fieri concipiautur, sicque eorum ratio continuo 
« magia ad certum quondam limitem appropinquare reperì e t ur , quem tum demum 
« attìngant, cnm piane in nìbilum abierìnt *. 

F. Speroni, antore delie note che corredano l'edizione citata del trattato d'Eu- 
lero, scrive : < Paradozum videtur, qnod hic asseritur esse — = — ■ = A , quia cy- 

< phrae non aunt quantitates, ncque una altera maior vel minor esse dìcive potest. 

< Vemm ratio — = A revera non est ratio cyphrarum , sed limes , ad quem ratio 

— perpetuo appropinquat, variabili ce et cum ea simul variabili y continuo decre- 

« scente ^. 

(*) < Je ne cherche pas s'il existe hors de mon esprit une étendae infinte... • 

« Mais comme l'objet de la Geometrie n'est poìot l' existence de ce qui est grand, 

« mais sa grandeur, sa mesure^ et il est évident que je ne pula determiner la grau- 

« deur sane la terminer, l'envisage l'infinite comme une espéce d' im possi bili té en 

VOI., xxiiz. 45 
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sionl contenenti grandezze impossibili significa soltanto che le due espressioni 
possono Bostitnirsi l'jnna all'altra nei calcoli ('). Però qualclie volta da on'e- 
gnaglianza di tal natura possono trarsi altre conseguenze^ cosi dalla relazione: 

a» 



segue, per a = SO", che ìt divisore e il quoziente d'una divisione sono impossi- 
bili insieme, ma di specie diversa {*). Il rapporto di due impossibili può essere 



e Mathématiqne >. Caluso, mem. cit-, § 13. — « L'analogie s'étendant k des caa qui 
■ n'out qa'une ressemblance imparfaìte, u'tndiqae pas tonjours leur difTérence. C'est 

< pourquoi lorsqu'elle n'est pas éclairée par nne théorie lumineuse, elle devient la 
« source de tous les paradoxes ea Uathématìque. Ila dìaparoissent dèa qu' on sait 
e développer en langage ordinaire les énoncés des formules et n'y voir que ce qu'il 
i: y a. Par exemple il parott qu'une suite infinie ne peut avoir de dernier tenne, 
t et cependant il n'est pas doutenx que osa, a"^ ne soient les derniers termes des 
« euites n, 2a, 3a, ia etc. , a, a*, a*, a' etc. à l'inSni. Maie la difficalté cesse dèa 

< qu'on sait expliquer les expressions od a, a*" , qui sìgsifient qu' oa ne peut ni 
« prendre a, ni multìplìer par a un asaez grand nombre de foia pour avoii- ces 
€ termes, qui par conséqueut ne sont que des ezpresaions qui bieu loin de donner 

< aucune rSalité k ces demiera termes, en énoncent l'impossibilitò », Ivi, § 18. 

(*) s Celles » (quelle eguaglianze) < dont ila > (gli impoasibili) < eont parties, 
(c ne sont que des égalités d'ezpression, où le signe = n'emporte qu'une impo^i- 
1 bilité d'inegalité réelle entre les deux membrea qu'il Joint, qu'on pent par con- 
«; séquent subatìtuer l'nn à l'autre dans tonte autre équation, aans crainte d'y in- 

< trodaire d'ìnégalité ». Ivi, § 15. 

(*) « Cependant il faut voir encore a'il n'y a paa moyen d'en éliminer ce qui 
« suppose une opéraiion impossible. Et quand cela ne se peut, l'équatiou n'est paa 
« pour cela tout-i-fait inutile, non seulement parce que les deus membree en sont 
« toujours tela qu'on pent les substituer l'un k l'autre, mais auasì parce qu'on en 

< peut tirer dea propositions d'impossibili té. Par exfmple, en suppoaant la tangente 
« = 00 , la cotangente = 0, la proportion tang ; R : : R = cot donne 

.. = ^' , = 5-' , 0« = E., 

< co qui montre que le qnotient et le diviseur, ainsi que loa deus facteurs d' une 

< grandeur fiuie, sont impossibles ensemble, et par conséquent nul diviseur ne sau- 

< roit Stre ni aasez petit, ni asaez grand pour que le quotient soit impossible, nulle 
« grandeur telle, qu'elle ne puisse étre le quotient de la diviaion d'une donnée par 
« un diviseur couvenable, nul facteur tei qu'il n' esiste un autre tei, que leur pro- 
c duit aoit égal k une donnée ». Ivi. 
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reale; cosi — t-t vale sempro -^ , anche so ( è Impossibile {'). Possono distin- 
gaersi impossibili dì vari ordini (*). Dopo ciò, se si ha: 

j/= aaf* + bx"'* f . . . + AiC, 
e se , essendo as = <» » si divide per x" , si ha : 
y 6 A 

ce" t» od" ' 

ma : 

b__ A 

OD > • • • I odB-J ~ ' 

qnind) -~ = a. Se invece a; = 0, si ha: 

-^ = ttO""' 4 bO"-* ■)-... + A = A. 

X 

Dì qui la regola generale, che per l'infinito si deve prendere il solo termine 
dove l'esponente è massimo, e per lo zero il solo termine dove esso è minimo ('). 



(*) ' Il faat remarquer ausai que le rapport de deux impossìbles peut ètre 
K réel- — t est imposeìble quand t l'est, mais il est clair qua l'impossibilité n' est 

« pas dans le rapport -— . Dèa que l'abscisse d'une parabole est impossible, l'ordon- 

^K sée l'est ausai, mais la loi generale de leur relation 1/* = ax n'est pas moins réelle 
« en ce cas, puisqae c'est préuisément parce que cette loi comprend le cas de 
« X = 00 que je dis que t'ordonnée est aussi a> , au liea que je dirais qu' elle est 

< = dane une ellipse dont l'axe = oo >. Ivi, § 16. 

{*) ■ ...on peut dire géuéralement que les impoasibles du mème genre sont du 
« mSme ordre lorsque leur rapport est réel. Mais il est plus clair encore de dire 
« qu' une ezpression est un impossible du premier ordre quand elle n'a qu' une 
« impossibilité, du eecond ordre lorsqu'elle en a deux, et géuéralement de l'ordre n 

< qnand elle en a un nombre n. Far exemple un parallélipipéde est impossible 

< dèa qu'une de ses troia dimensions l'est ; mais l'oo seot qu'il sera doublement 
K impossible lorsque deux dimensions seront telies, et qu'il aura trois impossibilités 

< lorsque ses dimensions x, y, z seront toutea trois oo , oo , ao ou 0^ 0, 0, ou lorsque 

►. Ivi, § 17, — Importa notare che, oltre i due tipi 
I considera un terr.o, cio6 gl'imaginarì. 



Xyz = A ^ 
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Cosi il Oalnso arriva al principio della sostituzione degl'inflniteBimi, procedendo, 
in sostanza, col metodo dei limiti; commettendo però, nella forma, lo stesso 
errore che ripreode in Eulero ('), quello cioè di ese<fuiro operazioni sopra quan- 
tità nulle. 

L' idea che I' analisi non ha bisogno dj grandezze diverse dalle ordinario 
finite , propugnata da D' Alembert , andava ognora piti diffondendosi. Landen 
(1719-1790), nella sua opera The residuai analysìs , a new branca of the atge' 
bric art (Londra 1764), Kramp (1760-1826), e Arbogaet (1749-1811), cercarono 
dei metodi ì quali fosacro affatto indipendenti dall' ìnfinitesinio. Pib noto 6 II 
tentativo di Lagrange (1736-1813), il quale, prima in una memoria pubblicata 
nel 1772 (*) , poi nella Théorie dea fonctions analytiquet (Paris 1797) , si pro- 
pose di fondare l'analisi sullo sviluppo in serie di Taylor, e prese, per defini- 
zione, come derivata il coefficiente della prima potenza della variabile in tale 
sviluppo. Con ciò l'analisi veniva a perdere molto della sua semplicità e n-itu- 
raiezza, essa cessava di essere la traduzione BcientiHca del processo spontaneo 
della nostra mente, la quale, per indagare le leggi d'un fenomeno, è natnral- 
mente portala a studiarne e paragonarne due o piti fasi elementari successi- 
ve ('*]. Le ricerche dei geometri posteriori hanno inoltre posto in chiaro , che 
non tutte le funzioni possono mettersi- sotto la forma adottata da Lagrange come 
assolutamente generale. £ però il suo metodo, difettoso nel principio, artificioso 
nella forma, venne meritamente abbandonato (*>. 



(') Ivi , §§ 7 , 25 , 29. 

(*) Sur une nouvelle espèce de calcut retali f à la différenlìatlon et à V inte- 
gration dea quantitis variahUs, Nouv. Méu. de l'Acad. de Berlin, 1772, e Oeuvres, 
T. Ili, Parigi 1869, p. 441-476.— V. anche: Discours aur l'ob/el de la théorie de» 
fonetions analt/tiquea, JoxiTn. d& l'éc. polyt., T. Il, 1799, e Oeuvres, T. VII, 1877, 
p. 324-328. 

('] Cfr, Marie, Ilisloìre dee acience» mathimatiquea et phyaique» , T. IX, Pa- 
rigi 1886, p. 76-77. 

(*) La riforma di Lagrange ebbe i suoi entusiasti e i suoi detrattori. Ma an- 
che ì primi, pur non avvertendo l'imperfezione del principio au cui essa si fonda, 
riconobbero che il nuovo metodo mal sì presta alle applicazioni. Basterà citare per 
tutti Augusto Comte {Coura de phitoao/ihie positive, Lez. VI), giudice non sospetto 
perchè caldo ammiratore del grande matematico torinese. Ecco le sue parole : 

* Cette unite parfaite de l'analyse , ce caractère purement abstrait de ses no- 
c tions fondarne D tal es, se trouvent au plus haut degré dans la conception de La- 
te grange, et ne se trouvent que là. Elle est, pour cette raìson, la plus rationnelle 
« et la plus philosophique de toutes... .Malheureusement, une conception douée, in- 
« dépendamment de la notation si simple et si lucide qui lui correspond , de pro- 
< priétés ausai fondamentnles , et qui est, sans doute , destinée à d evenir la 
«théorie definitivo de l'analyse transcendaute , à cause de sa haute superiorità 
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Appnnto verBO la fine dello scorso secolo, e precisamente nel 1784, l'Acca- 
demia di Berlino, di cai Lagrange era presidente, apriva un concorso salla que- 
stione dell'ioBnlto matematico ne' termini se^aenti (*; : 



e philosophique Bar toutea les aatres méthodes proposées , pi-ésente , dans Bon 
( état actuel, trop de dìfficultéa qnant adx applicatioiis, lorsqa'oD la compare k la 
e coDception de Newton , et sortoat à celle de Leibniz, poar pouvoir dtre encore 
e excl osi reme nt adoptée. LagraDge lui-mème n'est parvenu qne très péniblement k 

* retrouver, d'après aa métbode, les résnltats prtncipanx déjà obteuuB par la mé- 
■ thode infinitesimale poiir la solution dea qnestions générales de geometrie et de 

* mécanique ; on peut juger par là combien on troaverait d'obstacles k traiter, de 
' la méme manièro, dea questiona vraiment noavelles et de quelque Importance .... 
I malgré ces heurenaes excepliona , la conception de Lagrange n'en est pas moina 
( jusqn' ici demeurée, dans son ensemble , easentiellement impr^pre anx applica- 

< tions >. 

Anche Laplace, nell'aocettare in parte le idee di Lagrange, osserva che per le 
applicazioni geometriche è inevitabile l'introduzione del concetto di limite. < Lo 
e passBge du fini à l'ìnlìniment petit repand un grand jour sor la métaphysiqae dn 

< calcul différentiel, On voÌt ctairement par ce paasage que ce catcul n'est que la 

< comparaiaou des coefficients dea mémes puissances des différentielles, dans le dé- 

< veloppement en sèrie de fonctions identiquement égales des indices angmentéa 

< respectivement de différentiellea inde termi néea. Lea qnantités que l'on neglige 
e comme tnfiniment petites d'un ordre supérìear k celui que l'on conaerve, et qai 
« semblent par cotte omÌBsion Oter à ce calcai la rigueur de l'algebre, ne sont qne 
«des puissances de ces differenti e Iles, supérienres. auz puissances doni on compare 
« lea coefficients, et qui par là doivent étre rejetées de cette comparaison, en aorte 

< qne lo calcul différentiel a tonte l'exactitude des autres opérations algébriques. 
( Mais dans ses applications à la Geometrie et à la Mécaniqne, il est ìndispensa- 

* ble d'introduire le principe des limites >. Laplace, Théorìt analylìqu9 des proba- 
hilité», IH ed. , Parigi 1820, Introd. {Etmi philMophique) p. XXXVII. 

Ma le idee uscite dalla mente di un sommo, anche se fallite al loro scopo, non 
SODO mai infeconde. Weierstrass, ispirandosi alla scoperta di Canchy, che ogni fun- 
zione d'una variabile complessa può evilupparai, nell' intorno di qualunque punto 
in cui essa è regolare, aeconda la serie di Taylor, prese questa serie come defini- 
sione delle sue funtiovi analitiche, che pose a fondamento d'una teoria delle fun- 
zioni rigorosa ed elementare. 

Sulle critiche a cui diede luogo la Thiorìe de» foiiclionn attalj/tiquet di La- 
grange V. Dicksteìn, Znr Oeachichte der Principien der Injiniteeimairechnung. Die 
Kritiker der « Thiorìe dei fonctions analytiqve» > non Lagraitgn in Festscbrift zum 
aiebzigsten Gebnrtatage M. Cantora, p. 65-79. 

(*) Nonveaux Mémoiree de l'Àcad. de» Se. et Bellee - Lettras (1784), Ber- 
lin 1786, p. 12-13. 
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< L' ntilité qn'on retire dea Mathématiqoes , l'estima qu'on a poar elles , et 
K l'hoiiorablo dénomination de Sciences ezactes poar excelleoce qa'on lenr donne 
« à JQsto titre, sont daes & la clarté de lears priacipes, h la rigaenr de lenra 

< démoDBtrations, et k la précisìon de lenrs tbéorèmeB. — Ponr assarer & cette 

< belle panie de nos connoÌBaances la cominaation de cea précienx avantages 

< on domande. 

« Une théorìe claire et précise de ce qn'on appello Inflni en Mathématique. 
« On 8ait quo la hante Geometrie fait un asa^re continuel dea inflniment 

< grands et dea Infininient petitB. Cependant les Géomètres , et mème les Ana- 
e lyetes anciensj ont évité soìgneusement tont ce qui approche de l' inflni ; et 
( de grands Analystes niodernes avonent qne les termos grandeur infìnte eont 
■ coQtradictoires. 

« L'Académie eonliaite dono qu'on expliqae oomment on a dédait tant de 
« tLéorèraes vrais d'une snpposition contradictoire, et qn'on indiqae un prìncipe 
e sftr, clalr, en nn mot vraiment mathématique, propre a ètre aubstitué a I'Id- 

< fini, sans rendre trop difficiles, on trop longnes, les recherchea qu'on expédie 
« par ce moyen. On exige qae cette matière aoit traitée avcc tonte la genera- 
« lite, et avec tonte la rignenr, la clarté et la aìmpHcité possiblea. 

e On invite les savanta etc. », 

n premio fa vìnto da Lhuilier colla gi& citata Ej:po»ition ilémentaire das 
principe» dei caleuls-supirieurs (*}, in cut egli a! propoae come acopo princi- 
pale di mostrare che il metodo degli antichi, opportunamente eateao, 6 suBBciente 
ai bisogni dell'anatìei (*). In sostanza però egli segue il metodo dei limiti fon- 
dandolo au alcuni teoremi di cui i principali sono i due' seguenti (Cap. I): 

Se due quantità variabili e Buecettibili di limiti hanno nn rapporto costante 
ed eguale ad 1, anche i loro limiti hanno lo Btesso rapporto. 

Se due quantità variabili e suscettibili di limiti hanno un rapporto varia- 
bile ma suscettibile di limite, il rapporto dei loro limili è il limite del rapporto ('}. 



(') Bìpnbblicata in latino con qualche modificazione flotto il titolo : Priiici- 
piorum calcvli difftTentialis et integrata exponilio elementari» (Tflbingen 1795). 

(') < Qae la méthode dea anciena, couDue bous le nom de Méthode d'ExhBD- 
* Btion, convenablement étendne, aaffit pour établir d'une manière certaine lea prin- 
c cipes dea nouveaux calculs ». Expon. ilém, , p. 6. 

(*} < Si deux rapporta varìables , ausceptibles de limites , sont tonjoars égauz 

< entr* eux , leura rapporta limites sont auasi égaux entr' eux ». Ivi, p. 17. — * Le 
■ rapport limite de deux quantités variables snsceptibles de limites est égal au 

< rapport de leura limites ». Ivi, p. 24. — Questi due teoremi vengono riasaunti piii 
innanzi (ivi, p. 167) nel aeguente principio : « Si une quantité varìable, auEceptible 
« de limite, jouit constamment d'une certaine propriété, aa limite jouit de la memo 
« propriété. Et ai une quantité variable, susceptible de limite , approche d' antaot 
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Egli definisce poi il rapporto differemiàU di dae qnantitit vari&blli come 
il limite del loro rapporto, il calcolo differemiale come la ricerca dei rapporti 
differeuziali delle quantità Tariabili. 

Il Capitolo II tratta delle tangenti, il III dei rapporti differenziali di diversi 
ordini t*), il IV dei niaBsimi e minimi, il V dei flessi , regressi , roggio di cnr- 



( plus de juuìr d'une certaine propriété, qu'elle approche d'avantage de sa limite, 

< de manière qu' il n' y ait ancune limite & la capacitò qu'elle a de jouir de cette 

< proprietà, sa limite jouit de cette propriété ». 

(<) Ecco come 1' autore dimostra in questo capitolo (p, 49) la formola di Tay- 
lor. Sia : 

P = P(aj) , Pt"' = P(a; + 6) , 6 = niic; 

paò stabilirsi la relazione : 

pi") = p + i- ( A' + B'ij! + C'ia;» + ...) + y ^^=^{A" + B"Aa: + C"4x» + ...) 

dove 

., dP .„ (i'P ,„. d»P 

A'=-— , A" = — i , A"'=:_, vate 

dx dx* da)* 

L' espressione di pf*' consta di 3 parti , cioè : 
1) P; 

2) A ^ il ^ fc' d»P 

1 dJs'^l'Zdce*'^ l-2-3da^'^"' ' 

3) Una funzione di ^cc della forma : 

a'ix + b'ix* + c'Ax* + . . . . 

Ora P'"' non dipende dal numero arbitrario n di parti la cui fa diviso l'intervallo 
i, ossia non dipende da ix, quindi la terza parte della espressione di P'"' deve, 
come le due prime, essere indipendente da \x. Ala ix può prendere valori tanto 
vicini a zero quanto si vuole, e conseguentemente a'Ax + 6'4a;' + c'ia;* + . . . non 
ha alcun limite di piccolezza; anzi questa somma è nulla per Ax = 0. Ne segue 
che essa è identicamente nuìia, onde si ba : 

„,„, ^ & dP b* d'P 6» d'P 

vi") = P + -\ — - H . — + . . . . 

1 das I-2dT* l-2-3da;' 

Questa dimostrazione è notevole, perchè l'ultima parte di essa contiene in germe 
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vfttnra ed evoluta, Il VI dei logaritmi, il VII e 1' Vili dello qnadratnrc e ret- 
tiScazioni, il IX e il X del TOlnme e della saperficie dei solidi rotODdi. Il Ca- 
pit. XI k dedicalo specialmente allo svolgimento della prima parte del program- 
ma di concorso; in esBO l' autore critica le idee di L'Hospital, Fontanelle ed 
Eulero, mostra come il metodo infiDitcBimale si ridaca a quello dei lìmiti, e dice 
potersi considerare 11 metodo da lui adottato come quello di Newton reso indi- 
pendente dal concetto di moto, o meglio come lo sviluppo delle idee di D'Alem- 
bert. Il Gap. XII ed ultimo riguarda le applicazioni dell'analisi alla fisica ed 
alla meccanica (*). 

Un'altra memoria a cui diede occasione il concorso di Berlino, benché non 
destinata ad essere presentata ail'Àccademia, è la prima delle già citate Mathe- 
matiache Abhandlungen di Earsten, portante il titolo : Vom Mathematitch-Unend' 
lichen mit Silcktickt auf eine ivi Jakr 1784 aufgegebene Preisfraije. A proposito 
di questo lavoro basti dire, che in esso t' autore cerca di dare il senso vero 
delle regole del Calcolo infinitesimale, e che a tal uopo ricorre, come è inevi- 
tabile, ai concetto di limite. 



l'idea dell'arbitrarietà dell'infinitesimo, la quale, come vedremo parlando di Camot, 
basta da sola a stabilire 1' esattezza del Calcolo infinitesimale ( a questo proposito 
vedasi : Freycinet, De Vanalyse infinitesimale , étude sur la mélaphysique du haut 
calcai, Parigi 1860, p. 154; Stolz, S. Bolzano' s Bedeutung in der Qeschickte der 
Iti/lnitesimalrechnung, Math. Annalen, T. XVIII p. 255-279), Però Lhnilier non 
solo non trae da quel concetto il vantaggio che avrebbe potuto ricavarne, ma anzi 
in una AddUton et correction au Ch. Ili (p. 207) scrive che potrebbero elevarsi 
dei dubbi sulla legittimità della sua deduzione, e che quindi egli si ritiene in ob- 
bligo di rettificarla come segue : 

Siccome l'espressione considerata è costante^ ponendo in essa — ix in luogo 

di Sx si avrà : 

ix(a' + b' ^ic + e' àx* -1- . . . J = ~ la; (a' + _ 6' ia? -f- — c'ia;* + . . . .1 , 
da cui: 



ma, se i coefficienti di quest'equazione non fossero tutti nulli , essa non potrebbe 
esser soddisfatta per qualunque valore di Ax, quindi dev'essere a'-=b'=c'= ... =0. 

(*) Mi SODO esteso alquanto sulla Memoria di Lhailier perchè poco nota e 
difficile a consultarsi : p. e. Du BoiS'Eeymond (op. cit., p. 133) dice dì non aver 
potuto procurarsela. 
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Maggior celebrità ebbero le Réflexiona sur la métaphyaìque du caleul inft- 
nitésimal di Carnot (1753-1823), di cui ho citato sopra la tradazione tedesca eoa 
note storiche di Haaff. A dir vero, qaest'opnscolo avrebbe dovnto trovar posto 
nel capitolo precedente, potendo esso deftnirBi nna difesa del metodo infinite- 
simale (') ; ma ho preferito parlarne qui, perchè esso, od ebbe orìgine dal 
programma di Berlino (*), od almeno risponde, come HaufT osserva, alla prima 
parte di esso. 

La via che segue Carnot per far vedere In qnal modo avvenga che i ri- 
BUltati del Calcolo infinitesimale, apparentemente soltanto approssimati, sleno in 
realtà esatti, non è certo la più eempliee. Egli ricorre a due considerazioni, 
delle qnali l'una— quella dell'arbitrarietà dei cosldetti infinitesimi — basta da 
sola a stabilire l'esattezza del metodo leibniziano, e l'altra - quella della com- 
pensazione degli errori (') - è semplicemente una conseguenza delia prima , e 



(') a Wird man anf die unermesslichen Vortheile, welcbe diese Bech&ung » 
(l'analisi infinitesimale) e verschafft, Verzichi thon wollen , aus Furcht , sich auf 
I einen Angenblick von dem genauen Verfabren dar Elementargeoiuetrie zn ent- 
« fernen, oder wird man dem abenen nod beqnemen Wege, auf welchem uns die 

< Analysis za Entdeckungen fUhrt , eioen dornichtan Pfad vorziehen wollen , auf 
« welchem es so schwer ist, sich nicht zu verirran ? So ist in der That derjanlge 
<c beechafTen, welchen die Kethode der Gr&nzen darbietet, wenn man vom ihm aus- 

< schliessend Qebrancli macfaen will ». Carnot, Betrachtungen etc., p. 56 (cito l'edi- 
zione tedesca, perchè essa contiene le interassanti note di HaafF). — « Hra. L'Hai- 
c ber' s Preisschrift besch£fìiigt sich haaptsKchlich mit dem zweyten Theile der 

< vorerwShnten Preiefrage.... Carnot hiogagen— von dem ich Ubrigene nicht weiss, 

< ob ihm Jane Preisfrage bekannt worden sey — widmet dem ersten Theila seine 
« ganze Abbandlung , ohne sich auf den zweyten besondera einzalassen, weil er, 
« nach dem Besaltate, wozu ihn seine Beantwortung des eratan Theilea fuhrte, den 
( zweyten ala Qberflliseig aneehen musate. Er zeìgt daher, dasa wir eines Surro- 

• gats fìlr die richtig varatandenen Grttnde der Infiniteaimalrechnung gar nicht be- 

• dtlrfen, und daaa ea fttr die Wissonschaft gar nicht zutraglich seyn wiirde, wenn 
« man die von mehrereu neueren Aoalysten, und am nachdriicklichaten von Hm. 
K L'Hnilier, za dieaem Behnfe empfohlene Gr&nzeDmathode dazu machen, und das 
<c Unendiicbe ans der Hathematìk schlechterdings verbannan wollte ». Ivi , p. 102 
(Note). 

(*) Le mjUxions vennero in luce nel 1797 , ma furono acritte parecchi anni 
prima. V. la Prefazione dell'autore. 

(^/ L'idea della compensazione degli errori era già stata emessa, molto tempo 
innanzi, da Lagrange : « Il en est lei comme dana la méthode das ìnfiniment petits, 
« où le catcul redresse ausai de lui-méme les fausaes hjpothèses que 1' on y faìt- 

< On imagine par ezemple qu'nna coorbe soit un potygone d'une ìnfÌDité de petits 

VOL. XXXIX. 46 
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non Berve che" a complicare la trattazione. - L'errore, egli dice, che, nasce eo- 
stituendo ad una quantità nn'altra che ne differisca per un infinlteeiuio , è arbi- 
trario, e pu6 rendersi piccolo a piacere ; anzi io posso commettere parecchi er- 
rori di tal natura, por rimanendo arbitro del grado di precistone del risaltato. 
Ma v'ha di piìi: questi errori si distruggono a vicenda, poiché nei risuitati fi- 
nali non compare più alcaaa quaotiti arbitrarla (').-Ora, che avvenga la com- 



< ciìtés, dout chacun étant prolongé devienne une tangente & la courbe. Getta snp- 
€ positioD est réellement fausae, car le petit coté prolongó ne peut jamals ètre autr© 
« cbose qu'une véritable secante ; mais l'erreur est detraile par une autre erreur 
' qu'on introduit dans le calcul ea y aégtigeant comme nulles dea quantités qui, 
« selon la auppositiou, ne sont qa'ìufinimdat petites. C est en quoi consìste, ce me 

< semble , la métaphysique du calcai des ìnfioiment petits , tei qae 1' a donué M. 
(c Leibnitz ». Note sur la métaphysique du calcai infinitéaimal , Mise, taur., T. II, 
1760-61,, e Oeuvres, T. VII, 1877, p. 597-699. 

Prima ancora, l'idea stessa era stata concepita e svilappata da Berkeley: « Seine 

< LSsung » (di Berkeley) « ìst: die zwei Irrttiìlmer, die gleich und entgegengesetzt 
« sind, zerstOren einander; dar ©rate Irrthum de defectu wird berìchtìgt darcb einen 
« zweiten Irrthum de excesaa; einmal hat man den Divìsor um e za klein gsnom- 
€ meo, dann nm z zu gross. Die Conclusioa iet richtig, nicht weil das Weggelaa- 
« sene unendlich klein war, sondem weil dieser Irrthum duroh einen anderen entge- 
« geugesetztea und gleichen Irrthum aufgewogea wird... die verworfenen Quanti- 
« t&tea sind legitimerweise hinauageworfea , nicht wegea ihrer Kleinheit, sonderà 
« aus einem anderen Grunde, weil der Fehler durch eiaen entgegengesetzten Febler 
« aafgehoben wivd... die Conclusioa kann nicht richtig sein, wenn man zu diesem 
« Behuf eine Qaantitat verschwinden lÈtsst oder veraac hi fissi gt, ausgenommen wenn 
« entweder ein Irrthum duroh einen anderen gut gemacht wird, oder dass zweitens 
« anf der n&mliclieu Seite einer Gleichung gleiche QuantitUten durch entgegenge- 

< setzte Zeichen zerstjìrt wordan, so daas die Quaatit^t, die wir za verwerfen meì- 

< nen, zuerst vernichtot wird, oder endlicb, daas von den gegenliberiteliendea Seìten 
« gleiche QaantitUten abgezogen werden >. Baumann, Die Lehren von Raum, Zeit 
und Mathematik in der neueren Pkilosopkie, T. II , Berlino 1869 , p. 443-441. V. 
anche Cantor, op. cit., T. Ili p. 717, 719, 720, il quale osserva appunto cha il 
concetto di Berkeley fu adottato da Carnot. 

(<) X Der ErHnder konnte daher durch eine sehr einfacbe Schlussreibe aaf 
« aeine Entdeckuug geleitet werden. Wenn icb, konnte er sagen, in der Rechnung 
« an Statt einer vorgegebeoen Grose eine andere aeze, die ihr nicht gleich ist, so 
« wird daraiis ein Irrthum entstehen ; weaa aber der Unterschied der GrOsen, de- 
c ren eine filr die andere gesezt worden, willkiibrlich ist, und ich Yollmacht babe, 
« ihn so klein zu machen, als ich will, so kann dieser Irrthum nicht gefUhrlich 

< werden ; icb kann segar mebrere Shnliche Irrthdmer zugleich begehen, ohne dass 
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peneazione degli errori, non v' ba chi possa negarlo ; ma occorre cercare la ra- 
gione del fatto ('). E questa consiste appunto in ci6, elio ciascun errore sepa- 
ratamente tende ad anntillarsi, sicché è lecito chiedersi so sia propriamente esatto 
parlare di compeasaeione. Ciò che poi fìnisce di confondere le idee, è l'introdu- 
zione delle quantità evanescenti (-}, le quali non sono se non lo zero conside- 

« ein Nachtheil daraus entstQnde, weit ich Qber den Qrad der Genauigkeit, .don 
« ich meìnen Resultaten geben will, iiumer Herr bleibe. Ja noch mehr, es kCnnCe 
e geschehen, dass dieso IrrthUmer einnnder anffafiben , nnd à&as auf aolche Art 

■ ineine Hesnltatd voltkommen genau wHrden. Aber wie ist diese Àufhebuug za 
« bewerkstellig8Ti, und zwar in alien Fallen? Dies zu entdecken war ein geringes 
« Nachdenken zureichead. Wir wollen, konnte der Erfinder sagen , auf einen An- 
4 genblìck ancehmen, daes die geauchte Anfhebnng wirklich Statt habe, und zu- 

< sehen, durch was fìlr ein Zeichen aie in dem Resultate der Rechnang sich za 
« erkennen geben mtlsse. Nun ist kein Erfolg natUrlicher als der, daas wenn die 

< GrOsen, welche diese Irrthfimer veranlasaeten, verschwanden sind, die Irrthilmer 

«: selbat gleichfalls verschwunden seyn milssen. Denn da diese Gr&seu , 

e nack der Voraussezung, willkahrlìche Werthe siod, so milssen sie nicht mehr in 
« den Formeln oder Resultaten kominen , welche das nicht sind , sondem da sia, 

< nach der Voranssezang, genan geworden aind, einzig von der Natur dor Dinge, 
« deren Verhaitnias, wìe solches dnreh diese Resultate ausgedrdckt wird, zn fìnden, 

■ man sich vorgesezt batte, und nicht von der WiUktlhr dea Rechnera, abhangen. 

< Oemnach ist das Zeichen, welches zu erkennen giebt, dass die verlangte Aurbe- 

< bung Statt habe, die Abweaenheit der willkflhrliehen GrOsen, welche diese Irr- 
« thflmer verureacbten ; nnd folglich brancht man, um diese Aufhebung zu bewerk- 

< atelligen, nichts welter zu thun, als dieae wÌ!lktìhrlÌohen GrOsen wegzuschaifen ». 
Carnet, op. cit., p. 11-12,— «In der That haben wir... geaehen dasa... der Charakter 
« der OrOsen dieser Art» (grandezze infinitesime J « nicht in ihrer wirklichen Kleinheit, 
« sondern vielmehr in ihrer vtìlligen Unbestimmtheit, d. h. in der Eigeoschaft liegt, 
« durch die ganze Rechnnng bindurch willkuhrlicb und von den gegebenen GrSaen ao 
« nnabhangig zu bleiben, dasa man immer Vollmacht behalt, aie so klein, als man 
<wil], zu nehmen , ohne an den Bedingungen der Aufgabe etwas zu iindeni b. 
Ivi , p. 31. 

(') Freyeinet (op. cit. , p. 242-243) , parlando della dimostrazione data da 
Carnot della compensazione degli errori, dice: «Une telle de mona t ratio n, bien qna 

< vraie au fond, n'est pas aatisfaiaante pour l'eaprìt, car elle semble confondre le 

< signe de l'effet avec la cause elle-mème. On voit bien que, si les quantitéa intì- 
( niment petites ont diaparu, le résuUat ne peut étre erroné, mais on ne voit pas 
f povrqnoi ces infiniment petits disparaissent inévitablement , et pourquoi en les 
• aupprimant on rétablit Vexactitnde. — C est le point qu'éclatre superi e uremenf 

< la considératton dea lìmites >. 

CJ Carnot , op. cit. , p. 42. 
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rato come limite d' una o d' an' alti'a 'inantith Tariabile , ed banno ona gi'ande 
affinità cogli inflaitesimi nulli d'Ealero e qui gardent la trace de leur orìgi- 
« ne » 0) e danno luogo a rapporti detcrminati. 

Però, per giudicare dell'importanza delle Jléfiexìont, è d'uopo considerarle 
come uno scritto polemico d' attualità (*;■ ^ra il tempo In cui andavano ripe- 
tendosi i tonfativi di scalzare dalle fondamenta il Calcolo leibniziano. Una delle 
prime Accademie d'Europa, presieduta da uno dei più illustri matematici del- 
l'epoca, aveva invitato i dotti di tutto il mondo a discutere e criticare le basi 
del metodo infinitesimale , e poco dopo sanciva colla sua antorevole approva- 
zione la proposta di abbatterle e Eoslìtuirle con altre più salde e incrollabili. Fa 
allora che Carnot, non peranco travolto dal vortice della politica , sorse in di- 
fesa del metodo leibniziano , mostrando come eEso fosse degno della maggior 
Macia, e protestando energicamente contro la smania dogli avversari di lasciare 
una via comoda o plana per un sentiero tortuoso ed irto di spini. Certo i mezzi 
di difesa da Ini nsati non sono né i piti semplici uè i più perfetti ; ma essi 
banno aperto la via all'assetto definitivo dell'alta analisi, sicché Carnot può ve- 
ramente considerarsi come il precursore di Cauchy. 

Canctiy (1789-1857), raccogliendo il germe gettato da Carnot, ben s'avvide 
che l'arbitrarietà dell'infinitesimo era sufficiente a stabilire l'esattezza del me- 
todo leibniziano. Egli pertanto definì l'infinitesimo come una grandezza varia- 
bile avente per limite zero (') ; e disse una grandezza p infinitesima d' ordine 

n rispetto ad un'altra a. se il limite di -^ al tendere a zero di a è finito e non 

nullo. In baso a tali premesse il lemma fondamentale si riduceva (*) ad una 
regola pratica rigorosamente dimostrabile , e d' ora innanzi niuno avrebbe più 
potato contendere al Calcolo infinltesitnale il posto cfie gli spetta fra le scienze 
esatte. 

Nella nostra rapida scorsa attravereo le varie epoche storiche noi vedemmo 
l'infinitesimo apparire timidamente per un Istante in tempi assai remoli , rien- 
trare poi dopo motti secoli nel campo delle matematiche, e quivi essere ritenuto 
dagli uni come uno zero, dagli altri come una quantità non nulla ma minore 



(') Mansion , op. cit. , p. 21. Sì confrontino le segueati parole di Leibniz 
(ed. Gerhardt, T. IV p. 218) : « Interea infinite parva concipimus non ut nihila 
« simpliciter et absolute, sed ut nihila retpectiva, ìd est ut evanescentia quìdem in 
€ nifailam, retinentia tamen characterem ejos quod evanescil ». 

(*) Carnot , op. cit. , pref. di Haufi^, p. V-VI. 

1^) t On dit qu' une qnantité variable devient infìniment petite , lorsque sa 
« valeur nnmérìque décroit indéfiniment de manière à converger vers la lìmite zèro >. 
Cauchy, Ànalyee algébrigue, C. II § 1 (Oeuvres, S. II T. Ili, Parigi 1897, p. 37). 

(') V. il Gap. prec. 
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di qualunque aeeegnabilej da altri ancora come un ente inesteso ma avente in 
sé l'attitudine a generare l'estensione. Lo vedemmo introdotto nell'analisi, ora 
apertamente in forma di indivisibile o di diiferenziale , ora celato entro il con- 
cetto di limite ; ed assistemmo alle vivaci discassìonl clie furono la necessaria 
conseguenza delle varie interpretazioni a cai poteva durlaogo il concetto d'in- 
finitesimo. 

Ora Analmente, dopo secolari dibattiti, s'operava la conciliazione tra il me- 
todo degl'infinitesimi e quello dei limiti, e la loro fneione in ano solo. La forma 
ed il linguaggio del metodo infinitesimale, pi-eziosi sotto tanti rapporti, venivano 
conservati in tniti 1 loro particolari ; ma al concetto indeterminato dell'infinite- 
simo letbniziano veniva sostituito un concetto rigorosamente definito in base 
all'idea di limite. Il nome d'inftniteaimo diveniva un appellativo convenzionale 
d'una quantità finita variabile e tendente a zero ; ed appariva finalmente in 
chiara luce la verità già da molti (*) preconizzata, che fra le grandezze le 
quali b1 presentano nello studio dei fenomeni della hatnra non ve n' ha alcuna 
che non appartenga al campo delle ordinarie grandezze finite (*). 



(') Leibniz, D'Alembert, Lacroix (1765-1843), eto. 

(*) Con ciò non intendo punto di riprendere una vecchia polemica snll' eei- 
titenza dell 'iufini tea imo, ma solo di dire che il Calcolo può svolgersi afiFatto indi* 
pendentemente dalla considerazione di grandezze non finite. Ciò però non esclude 
punto che in altri campi delle matematiche possano presentarsi classi di enti , al- 
cuni dei qnali possano dirsi infinitesimi rispetto ad altri, avendo la parola in^ni- 
tetimo un significato diverso da qnello ad esso attribuito da Oancfay, Vedasi il mio 
articolo SuW itifinìttaimo attuale, § 12. 



yGoogle 



)( 3«6 K 

DI ALCUNE FORMOLE CBK Sì PRESENTANO 

NELLO STUDIO D£LLE LINEB 



GEMINIANO PIRONDINI, a Parma. 



Essendo L una onrva dello spazio (x ,y ,e) le coordiaate di an ponto qua- 
lunque ed « il sao arco, si ponga in generale : 

d*'" di» ~ ""■' ' 

dove si ammette che p b g siano numeri interi e positivi, anche nnlli, nel qual 
caso Te derivate delle coordinate s'intenderanno sostituite dalle ouordlnate stesse. 

Supponendo di eonoscerc 1 valori del eimbolo H^ ^ per tutti i valori dei due 
fndicf p egdaOadn-I inclusivameute, si possono determinare ì valori dello 
stesso simbO'lo anche per II valore n di uno o di entrambi gli indici. 

Infatti, derivando l'equazione 

Zd^JT d*~'iB _ 



S d''x ^x _ dHp „_, y 
d? ' d^~ ~~dt -^ 

supposizione fatta, ci 
da ad n - 2 e de 

2(p)-=H.,., 



;y d''+'x d"~H 



Questa, in base alla supposizione fatta, ci dà i valori del simbolo H^ , per 
tutti i valori dell'indice p da ad n - 2 e dell'indice g da ad n. 
Avendosi poi 
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«-<,» - Zj ds"-i ' da" ~ V * de ' ' 

In quanto «d B„ „ , indicando con (cosa, cos^,co8v) , fco8X,coaii,cosv) , 
(cobZ, coBfli , coBfl) , e ,S. , ( , T ì coseni direttivi delia tangente, della normale 
principale e della binormale , 1' arco , il raggio vettore , di curvatura e di tor- 
BÌone della linea L , si ha : 






^(t)'' 



d'onde risalta: 



H.,.=s(i?;=^(^;^)^(l)" e.. 

Esempio. — Se partendo dalle identit& 
si applica successivamente il metodo Indicato, sf giunge alle formolo : 

Là\d8/ "' ■^d» da* ' ^d» da» ~ p» ' ^ d» da* ~ f\p) 

Vds» / " p* ' ^ d»» d«* ~ f. \ p / ' ^ ds» d»* ~ 

=J_(i)"-i.(±,V) 

p \ p / p* \p» r' / 

V/<i'3!\' 1 /- i-tp" i\ y'<!"xiJ'aì_i dri /n-p" 1 \i 
^Vii.' / - p' >, p- ■^ r" z' ' " d,' i.' - 2 (i.L^l>-7r- + ;t)\ 
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Le formole (1) e le altra che b1 possono trovare col procedimento indicato, 
sono ntili nello stadio delle linee, giacché servono sia per dimostrare delle pro- 
prietà generali delle linee, sìa per determinare quelle famiglie di linee piane o 
a doppia cnrvatara che soddisfano a certe equazioni differenziali della forma : 



2; 



d^ d<« 



-F(J), 



dove F{») è ana f^inzione arbitraria nota dell'arco. 

1) Fra le espressioni determinate (1), quelle che si esprimono anicamente 
per il raggio vettore R e le sue derivate, o che risultano da una loro combi- 
nazione arbitraria, rimangono invariate quando il cono E, che proietta la curva 
considerata L dall'orìgine degli assi, si flette in no modo qnalsiasi, conservando 
rettilinee le generatrici. Tali sono ad esempio le espressioni : 

Z'^s;!. 2.»5i. ijrs! + '2,5?ì?' 2-«^v-?'«°° 

2) Se 9 è l'inclinazione del raggio vettore sulla linea L, indicando con A, 
B , gli angoli che la normale al cono E fa cogli assi coordinati, si ha : 



Se dunque u è l'angolo che la normale al cono fa colla binormale di L , 
si ha: 

Osservando quindi che 

sen 9 = sii - R'* 

e che il raggio di cnrvatara geodetica K, di L sai cono E è legato al raggio 
di curvatura assoluta p dalla relazione 
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si ha : Il raggio di curvatura geodetica B^ delia linea L sul cono K è definito 
dalla relazione : 



Vs^'-(S-fy 



s- 



de* 



Si STilnppI il cono E sai pi&no z = 0, conservando il vertico nell'origine; 
la formoia (2) espnme allora il raggio di curvatura assolata o della linea piana 
L ìd funzione del raggio vettore B. In tal caso la linea L può definirsi per 
mezzo delle equazioni: 

« = [8«,,(J^)d. , „=/'o„.(J^)d.. 



Perciò, notando che R = Voc' + g* , se si porta il cono sviluppato K nella 
forma primitiva, per la linea a doppia curvatura L si ha : 



K=^[f.e„(i^)4.[/.o,(f^.)4. 

Kicordando quindi quanto è dimostrato al § 4 della memoria e Sulla tra- 
iformazione per raggi vetttyri reciproci » (') ai ha: 

« Una linea dello spazio è determinata di forma, quando tono noti, in fuu' 
zione dell'arco , il raggio di curvatura assoluta e il raggio di curvatura geode- 
tica lopra un cono passante per la linea >. 

3. Chiamando E l'inclinazione del raggio vsttore R sul raggio di curvatura 
corrispondente della linea L, si ha: 

Rcoas V ^*^ 



=2 ==§==(««•/ 



Ciò dimostra che : 

« Descritta una linea arbitraria L sopra un cono K, la proiezione del rag- 
gio vettore B, sulla noì-male principale corrispondente di L, ha col raggio di 
curvatura un rapporto, che rimane invariabile in tutte le defor 
che mantengono rettilinee le generatrici », 



(') Giornale di Battaglini - Voi. XXVII , 1889. 
voL. nxix. 
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3. 

1) Posto 

con F(<) funzione arbitraria nota dell'arco, si trova in forza della (3) : 

(5) R=\l2JJF(s)ds^ + e* + 2bs + c, 

da ctii, applicando la (2) : 



v/2 f(F(«) ds* - [ ; r(8} d« + « + 61* + «* + 2 6« + e 
,6) R, = Il -,- 



Perciò : 

< Le linee che soddisfano aU'equasione differenziale ',4) hanno la caratteri' 



K) è dato dalla fvneione F(s) dell'arco. La famiglia completa di tali linee è 
formata dalle curve piane rappresentata da una delle equazioni (5), (6) e dalle 
curve a doppia curvatura che si ottengono dalle precedenti, avvolgendo il loro 
piano sulla superficie di un cono arbitrario col vertice nel polo ». 
Nel caso particolare 

F (») = costante = a — 1 , 

la determinazione delle linee corrispondenti si fa colla costruzione ora indicata, 
partendo dalle linee piane : 



(7) R = V«s* + 2bs + e. 

La famiglia di linee piane (7) è assai notevole; per esse si lia, in forza 
della (6) 



I 'a " 26 e - 6* 

= V~«" "i-^'-'cT^^^- 
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Perciò a quella famiglia appartengono : la vetta (per a = 1), la spirale loga- 
ritmica (per b'* — ac = 0), la sviluppante di cerchio (per a = 0), l'ipocicloide (per 
a > I), l'epicicloide (per a < 0) ecc. 

2) Ponendo 

(8) (KIl')" = F(s) 

con F{a) funzione arbitraria di e, ai ottiene con 



(9) B.=\ji \{{F{8)ds''+a»* + 2b8+ e 

e conseguentemente : 



^2 llJFl8)ds'- Iji F(fl)d«* + ae + &l*+a»»+ 26« + e 
(10) fi^ = _______ 

essendo a ,b , e costanti arbitrarie. 
D' altronde, avendosi dalla (8) : 



applicando una delle formolo (1), si ricava : 

Perciò : 

« Le curoe che soddisfano all'equazione differenziale 



^-0=^'). 



o alla sua equivalente (li), sono le linee piane rappresentate da una delle equa- 
zioni (9), (10), e le linee a doppia curvatura che si ottengono da queste, avvol- 
gendo il loro piano sulla superficie di un cono arbitrario col vertice iielpolo ». 
Nel caso particolare 

F (») = costante = 3fc , 
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la de ter m inazione delle lince corrispoadenti ai fa colla costruzione testé indi- 
cata. part ndo dalle linee piane 



R = ^kt* + OS* + 2ba + e. 

Se poi Ff«)=0, è pare ft = e si hanno le curve contraibili colle linee 
piane delta famiglia (7). 
») Ponendo 

con F(8) funzione arbitraria di s , si ha , applicando le (1} : 



7(t) 



Ne segue che : 

t Le linee che soddisfano a una delle equazioni differenziali (12) sono quelle 
in cui il raggio di curvatura si esprime in funzione dell'arco per mezzo della 
relazione : 



-= \/:2;rc«) + c 



Ricordando qaìndì l'equazione intrinseca 



della sviluppante di cerchio di diametro a, si deduce : 

t Se la linea piana L che verifica una delle equazioni differentiali 



y d'ai d»a! 1 y *^a! d^ _ J 



' d«' ds» " 
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e la sviluppante Lj del cerchio di diametro a sì fanno carrispondere punto per 
punto in modo, che in punti corriapondenti gli archi s , s, siano eguali, i raggi 
di curvatura corriipondenti p , fg soddisfano la condizione pp, = a* >. 



Alle proprietà caratteristiche delle curve (7) che si sono dimostrate, si pos- 
sono aggiungere le segaenti. 

Se S è l'area compresa fra i raggi vettori che vanno a due putiti qnalan- 
qne A , B di una linea piana L e l'arco che ne congìange le estremità, e £ 
l'area compresa fra l'arco AB, l'arco corrispondente dell'evoluta e i raggi di 
curratura estremi, sì ha : 

Quindi la condizione 

— = k (k — costante) 

è equivalente all'altra: 

(RR')' = 1 + fc. 

Ne segue che: 

< Le linee piane della famiglia (7) hanno la proprietà caratteristica che il 

rapporto ^ delle due aree dette è costante (= a — 1). 

Il valore costante del rapporto tt è il medesimo di quello fra la 

2. p 

proiezione del raggio vettore sulla normale e 11 raggio di curvatura (§ 3). 

La sviluppante di cerchio (a=0) è caratterizzata dalla proprietà che le 
aree 8 , £ sono equivalenti. 

Con uno spostamento coQTeniente dell' origine dell'arco • , t' equazione (7) 
si può scrivere : 

i~~. oc - b* 

R = \as^ + h , essendo h = - — ~- . 

Be quindi R , R, sono i raggi vettori che vanno a due punti arbitrari A,B 
della linea piana L , si ha ; 
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Posto quindi arco AB = ± I , E, = se, rianlta : 

("4) E = ^ E* + al» ± 2 •J'^il Ve* -h). 

Se poi C è un punto della linea L , tale che 

arco AC : arco GB = m : a , 
chiamando se i! raggio vettore che va a , 8i ha : 

d'onde risalta ; 

v/m'R,» + n'R* + 2mnh + 2mn \'(R* - A) (E,* - k) 

(15) X = . 

m + n 

L'equazione (13) serre per la rettificazione della linea; la (14) per il tra- 
sporto sulla curva, nelle due direzioni, di un arco di data lunghezza l\ la (15) 

per la divisione di un arco AB in due parti AC , CB aventi un dato rapporto — . 

Queste formole, e molte altre che si potrebbero determinare corrisponden- 
temente ad altri problemi, sono in molti casi costruibili con rette e cerchi. 

In particolare la (15) è indipendente da a\ quindi la costruzione atta a ri- 
solvere il problema relativo, si mantiene la stessa per tutte le curve della fa- 
miglia {7J. 

Si guadagna in semplicità quando, essendo h positivo, si prende il punto A 
nell'origine Ag degli archi. Infatti In questo caso (chiamando Eg il raggio vet- 
tore-di Aq) si ha: 

E* = K^» = A, e quindi: E* - A = 0. 
Parma, marzo 1901. 
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ERRATA - COREIGE 

alla Oommemorazione del Sen. Prof. Beltrami di L. Cremona ristampata 
nel volume XXXVIII (1900): 

Pag. 365, linea 2, in luogo di: ...csercitaTa, incoscia ...leggasi: .. .esercitava , 
inconscia.... 

« 365 « 17 » .... se BOit présente a dilférents penptes 

deve dire : ... se solt présente , a différentes 
époqnes, ou cbez différents peaples... 
Neil' Elenco delle Pabblicazioni annesso alla Commemorazione : 
N* 11, tn luogo di: ... sistemi di coordinate semplici ... , si legga: ... sistemi 
semplici di coordinate.... 

N" 109. In luogo di : (ibid) , deve dire : (Rend. Ist. Lomb.) 

Aggiunte {*) 

— Traduzione del lavoro di Brill, Gordan, Klein, ecc., intitolato « Alfredo 
Ciebach e i suoi lavori scientiflci » [Annali di Matematica, Serie II, voi. VI 
(1873-75)1. 

— Notizie biografiche e bibliografiche sogli antichi professori di Scienze na- 
turali e matematiche dell'Università di Pavia (nel volume : Memorie e Docamenti 
per la Storia dell'Università di Pavia, parte I»; Pavia, 1878). 

— Parole dette all'Accademia dei Lincei annunziando la morte di Sophas Lie. 
(Rend. Lincei, Serie V, voi. Vili, 1' Sem. 1899). 

— Parole dette in onore di Lord Kelvin, che assisteva ad una seduta dell'Ac- 
cademia dei Lincei. (Rend. Lincei, Serie V, voi. VIII, 1" Bem. 1899). 



(*) Nel fare queste Aggiunte ci siamo serviti dell'Elenco pubblicato dal Prof 
E. Pascal annesso al suo discorso su Eugenio Beltrami ( Istituto Lombardo, Oeu- 
Baio 1901. 
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m ALCUNE PROPRIETÀ DEI GRUPPI COMMUTATORI 
DI DEDKKIND 



U. S e A R P I S. 



Dato un gruppo d'operazioni G d'ordine finito n, chiamansi commutatrici {*) 
le operazioni del tipo: 



e commutatore il sotlogFuppo (iu generale) di G al quale danno origine. 

Se si indica con K il cummutatore di Q,si dimostra che K è invariante In 

G e che il gruppo complementare j^ 6 Abellano. Inoltre ee G d semplice Barb, 
com'è manifesto , 

G = K 

e se G è Àbelinno : 



Reciprocamente ee K = 1 , G è Abeliano ; ma se G = K, non si può aBserìre 
che G sia semplice come, tra altre cose, andremo a vedere. 



(') Weber—* Lekrhuch der Algebra > Zweite Auflage 1898, Zweiter Band % 32. 
Miller — < On the regalar substitiUioits groups » Qaarterly Journal of matliema- 

tic8 Voi. XXVIII 1896. 
Soarpis — € Un teorema sui gruppi d' operaetoni d'ordine finito» Giornale di 

Battaglini, Voi. XXXVHI, 1900. 
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1) Teorema. " La coadizione necessaria e safflciente affinchè nn gruppo G 
d'ordine finito possieda nn sottogruppo commatatore, è che G possieda una serie 
di composizione nella qaale il primo sottograppo sia d'indice primo in G. „ 

Sapponiamo infatti che P sia nn sottograppo invariante massimo di G d'in- 
dice primo p e distrlbaiamo come al solito lo operazioni di G nel quadro : 

» -r. Tt ■ • ■ Y,-. 

'. '.Y. *iYi • • ■ *iYj-i 



Alle operazioni delle singole orizzontali corrisponderam 
le sostitazloni sopra p ìndici 

1 , 1, , ^ . - . . , V, 



Il grappo A essendo d'ordine primo consta delle potenze di una sostituzione 
circolare sopra i p indici distintivi delle orizzontali ed i quindi Abetiano , per 
cai all'operazione commutatrice : 

fc = (*.Yr)(t<,Yp)('.Yrr'-(foYpr' 

di G, corrisponderà in A l'operazione 

\-K- V ■ K'' = » 

e k verrà cosi a trovarsi in V. 

Contenendo V tatte le commutatrici di G, segue che il sottogruppo commu- 
tatore di G coinciderà con r o ne sarà un sottogruppo ed in ogni caso sarà 
esso un vero Bottograppo di O. 

Reciprocamente se K è an sottogruppo commutatore di G, — è risolubile 

come Abeliano, e poiché la serie di composizione di G si può ottenere , conti- 
nnando con la serie di E, quella costituita da G e dai suoi sottogruppi me- 

riedrìcamente Isomorfi rispettivamente a =- ed ai saoi sottogruppi, risulta che In 

voL. zizix. ia 
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G { come tn =- I il primo sottograppo invariante maBsImo sarà d'indice 

primo. 

2°) Dato an grappo Cr non Abeliano ma aoddisfaconte alla condizione 
espressa nel Teorema precedente, vale a dire che ammetta per lo meno na sot- 
togruppo invariante masBÌmo d'Indice primo. Indichiamo con E, il suo sotto- 
grnppo commatatore, con K, quello di E, , con Kj qaello di E, e cosi via di 
seguito: otterremo nna successione di grappi ciascano dei quali sarà invariante 
nel precedente e che dovrà manifeatameutì terminare con un .ocrto grappo K,. 

Ora possono presentarsi due casi : o K, = 1 ed allora la successloDe si dirà 
chiusa, o Kf coincide col suo commatatore ed allora la chiameremo aperta. 

Ciò premesso dimostriamo il seguente 

Teorema, e La condizione necessaria e sufficiente affinchè un gruppo Q d'or- 
dine fluito ammetta una anccesBlone chiosa di sottogruppi commnutori , è che 
esso sia risolubile ». 

Poniamo infatti che la successione dei saoi commutatori 



(1) K, K, . 



sia aperta, vale a dire che si abbia : E,^, - E^. 

Poiché ciascano dei E è iovariante nel precedente e E, lo è in G, si potrà 
sempre costruire una serie di composizione di G passante per K, , E, , . . , E^ , 
e siccome K^ od è semplice ed allora non pud essere d'ordine primo ('), od è 
composto ed allora pel Teorema precedente non ammette alcun invsrlante mas- 
simo d'Indice primo, segue che G non è rlsolabilo. 

Se G adunque è risolubile, la (t) deve chiudersi con l'identità. 

Keclprocamente sia E^, = 1. Poiché G ammette un commatatore E, , am- 
metterà pare un sottogruppo Invariante massiroo G, d'indice primo. Se G,=K, 
allora E, è il commutatore di G, , in caso diverso G, avrà come commutatore 
un sottogruppo di E, contenente E, o lo stesso E, e quindi anche G, possie- 
derà un invariante massimo d'indice primo. 

Ora poiché, essendo la successione dei K chiusa, 6 pur manifestamente 
chiusa quella che si otterrebbe partendo da un qualsiasi sottognippo di uno 
qualunque dei E, segue che potremo sempre continuare la serie di composizione 
di G in modo che ciascuo grappo sia d'indice primo nel precedente, dalla quai 
cosa si deduce la risolubilità di Q. 

Osiervazione. Le considerazioni precedenti conducono, com'è palese, ad una 
trasformazione del criterio dì risolubilità per radicali di un'equazione algebrica. 



(*) Infatti se E^ fosse d'ordine primo, sarebbe Abeliano e ciò porterebbe di 
Consegaenia E,^, = 1 contro l'ipotesi. 
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Ad eeempio per dimostrare che l'equazione gocerale di grado saperìore al 
4° noe 6 rlsolabile per radicali baeter& prorare che l'alternante so n>5 elementi 
non possiede nna serio cbiasa di commatatorì, la qual cosa riesce molto semplice. 

Infatti Siene 

X , y , z , u , V 

cinqae degli n elementi boì quali operano le sostitaztoni dell'alternanto. Il pro- 
dotto dei cicli dell'alternante : 

ix , y , sì{x u v){x y «)■' (x u v)~' = (a: o zi 

appartiene al suo commutatore i) qnale contenendo cosi tatti 1 cicli di H" or- 
dine, coincide con l'alternante stesso. 

Verona, Novembre IdOI. 
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